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VOEREDE. 


Die  in  vorliegendem  Werke  der  Oeft'entliclikeit  ühergebeneu 
Vorletsiingen  hat  der  der  Wisseuscliaft  und  den  Hörern  viel  zu  früh 
entrissene  Professor  Ferdinand  Joachinisthal  an  der  Universität 
zu  Breslau  im  Wintersemester  1856/57  gehalten,  mid  den  Heraus- 
geber, der  damals  zu  seinen  Füssen  sass,  beauftragt,  sie  wort- 
getreu nachzusehreiben  und  für  die  Herausgabe  druckfertig  al^zu- 
fassen.  Nach  Schluss  der  Vorlesungen  empfing  Herr  Professor 
Joachinisthal  das  Manuscript  und  hatte  nach  eingehender  Prüfung 
nichts  Wesentliches  daran  auszusetzen;  doch  unterblieb  die  Heraus- 
gabe, wohl  weil  andere  Gebiete  der  Mathematik,  namentlich  die  Ele- 
mente der  analytischen  Geometrie,  den  hochverehrten  Herrn  beschäf- 
tigten. Wenn  der  Unterzeichnete  erst  jetzt,  nachdem  so  viele  Jahre 
verflossen  sind,  sich  entschlossen  hat,  die  Vorträge  herauszugeben,  so 
liegt  der  Grund  hauptsächlich  darin,  dass  er  lange  Anstand  genommen 
hat,  selber  die  letzte  Hand  an  die  Druckfertigstellung  zu  legen.  Als 
er  aber  einmal  daran  gegangen  war,  gaben  ihm  die  hohen  Vorzüge  des 
AVerkes  den  Muth,  diese  Arljeit  zu  Ende  zu  bringen,  indem  er  hoffte, 
dass,  was  etwa  an  der  Art  der  Abfassung  den  Beifall  der  Kenner  nicht 
haben  sollte,  über  den  inneren  Vorzügen  der  Vorlesungen  verziehen 
werden  würde.  Als  solche  Vorzüge  sei  es  gestattet,  hier  —  und 
zwar  nicht  blos  nach  der  Meinung  des  Herausgebers,  sondern  auch 
nach  dem  Urtheile  von  namhaften  Gelehrten,  denen  das  Werk  jetzt 
zur  Prüfung  vorgelegen  hat  —  nur  hervorzuheben,  dass  die  Vorlesungen 
ein  bestimmtes  scharf  abgegrenztes  Gebiet  in  fasslicher  und  eleganter 
Darstellung  behandeln,  namentlich  auch  in  ihnen  die  verschiedenen 
Disciidinen  der  Mathematik  in  geistreicher  Weise  zur  Lösung  der 
Probleme  herangezogen  sind,  wie  besonders  die  Geometrie  an  vielen 
Stellen  die  rechnende  Lösung  vorbereitet,  oder  ihr  nachfolgend  die  ge- 
fundenen Resultate  deutet. 

Somit  wird  das  Werk  für  Lernende  eine  nicht  unwillkommene 
Gabe  sein  und  Studirende  der  Mathematik  an  Universitäten  und  poly- 
technischen »Schulen  interessiren. 

Keicheubach  i.  Schi. 

Dr.   Liersemann. 
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Einleitung. 


1. 


Erklärung.  Man  nennt  (Jurven  doppelter  Krümmung 
solche  krumme  Linien,  deren  sämmtliche  Punkte  nicht  in  Einer  Ebene 
enthalten  sind. 

Anmerkung.  Der  Ausdruck:  doppelte  Krümmung  ist  zu- 
erst gewählt  worden  von  Clairaut  und  hatte  bei  ihm  folgende  Be- 
deutung. AVenn  man  sich  eine  ebene  Curve  auf  zwei  andere  Ebenen, 
z.  B.  auf  zwei  Coordinatenebenen  projicirt  denkt,  so  werden  im  All- 
gemeinen beide  Projectionen  wiederum  ebene  Curven  sein.  Man  kann 
jedoch  eine  der  beiden  Coordinatenebenen  so  wählen,  dass  die  Pro- 
jection  der  gegebenen  Curve  auf  sie  eine  gerade  Linie  wird.  Bei 
Curven  dagegen,  die  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  ist  es  unmöglich, 
dass  die  eine  Projectiön  jemals  eine  Gerade  werde,  und  deshalb 
sagte  Clairaut,  eine  solche  Curve  nehme  an  den  Krümmungen  bei- 
der Projectionen  theil  oder  sei  doppelter  Krümmung.  Heut  zu  Tage 
hat  man  die  Bezeichnung  beibehalten,  ihr  aber  einen  ganz  andern 
Sinn  beigelegt.  Denkt  man  sich  nämlich  in  irgend  welcher  Curve 
vier  Punkte  a,  b,  c,  d,  die  möglichst  nahe  an  einander  liegen,  so 
kann  man  offenbar  die  Gerade  ab  näherungsweise  als  die  Richtung 
der  Curve  in  diesem  Punkte  betrachten,  ebenso  bc  und  cd,  und 
offenbar  ändert  sich  demnach  die  Richtung  der  Curve  von  einem 
Theile  zum  andern.  In  diesem  Sinne  hat  also  jede  Curve  eine  Krüm- 
mung, sie  mag  eben  sein  oder  nicht  in  Einer  Ebene  liegen.  Diese 
Krümmung  geht  gleichsam  daraus  hervor,  dass  die  successiven  Tan- 
genten der  Curve  sich  beständig  ändern.  Liegt  die  Curve  nun  nicht 
in  Einer  Ebene,  so  hat  sie  noch  eine  andere  Art  der  Krümmung: 
denkt  man  sich  durch  die  drei  Punkte  a,  b,  c  eine  Ebene  gelegt, 
und  ebenso  eine  durch  die  drei  Punkte  b,  c,  d,  so  fallen  diese  beiden 
nach  der  Definition  dieser  Art  Curven  nicht  zusammen ,  sondern  die 
Gerade  bc  ist  wirklich  ihre  Schnittlinie;  es  ändert  sich  also  bei  dieser 
Art  Curven  ebenfalls  die  Ebene,  welche  drei  möglichst  nahe  Punkte 
der  Curve  in  sich   enthält:   die  Abweichung  von  der  Richtung   findet 

Joachimsthal,  Auwenduug  d,  Differentialrechn.  1 
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somit  nicht  blos  In  der  Tangente,  sondern  auch  in  der  (cf.  §  8.)  so- 
genannten Schmiegungsebene  der  Curven  doppelter  Krümmung  statt. 
Von  der  doppelt  gekrümmten  Curve  unterscheiden  wir  die  Curve 
im  Räume,  welches  irgend  eine  Curve  ist,  auch  wenn  sie  in  Einer 
Ebene  liegt,  aber  betrachtet  wird  als  nicht  in  einer  der  Coordi- 
natenebenen  liegend. 

§2. 

Lehrsatz.  Wenn  x,  y,z  irgendwelche,  rechtwinklige  oder 
schiefwinklige  Coordinaten  sind,  so  wird  eine  Curve  im  Räume 
analytisch  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  diesen  drei 
Variabein  dargestellt.  Dass  zwei  Gleichungen  stattfinden  müssen, 
ergiebt  sich  aus  Folgendem:  Denken  wir  uns  ausser  der  Curve  im 
Räume  noch  eine  Ebene,  die  der  xy  Ebene  parallel,  sonst  aber  ganz 
beliebig  ist,  so  haben  alle  Punkte  dieser  Ebene  die  z  Coordinate  ge- 
meinschaftlich. Diese  Ebene  schneidet  im  Allgemeinen  unsre  Curve 
im  Räume  in  einem  oder  mehreren  Punkten,  jedenfalls  in  einer  be- 
stimmten endlichen  Anzahl  von  Punkten.  Ist  uns  aber  die  Curve, 
d.  h.  ihr  Gesetz  bekannt,  so  müssen  wir  im  Stande  sein,  zu  jeder 
gegebenen  Höhe  z  der  Ebene  ihren  Durchschnittspunkt  oder  ihre 
Durchschnittspunkte  in  die  gegebene  Curve  zu  finden,  und  zwar  ver- 
mittelst des  Gesetzes  der  Raumcurve  und  des  speciell  gegebenen  z. 
Dies  heisst  aber:  Wir  müssen,  wenn  z  gegeben  ist,  x  und  y  be- 
rechnen können,  oder  da  man  zwei  Grössen  finden  soll:  es  müssen 
zwei  Gleichungen  zwischen  ihnen  und  der  Grösse  z  existiren,  aus 
der  man  jene  bestimmen  soll. 

Stellt  man   die   so   eben  gemachte  Betrachtung   in  Zeichen    dar, 

so   haben    diese    beiden    Gleichungen    folgende   Form   )  \  {•      Sie 

haben  aber  auch  noch  eine  andere  Bedeutung.  Die  erste  Gleichung 
nämlich  x  =  f  (z)  stellt  eine  ebene  Curve  und  zwar  eine  Curve  in 
der  xz  Ebene  dar;  mit  jedem  Punkte  dieser  Curve  haben  aber 
noch  imzählig  viele  andere  Punkte  dasselbe  x  und  dasselbe  z,  näm- 
lich alle  Punkte  derjenigen  Geraden,  welche  in  dem  fraglichen  Punkte 
der  Curve  x  =  f  [z)  normal  auf  der  Ebene  der  x  z  errichtet  werden 
kann.  Die  Gleichung  x=f{z)  drückt  also  nicht  nur  die  Curve  in 
der  xz  Ebene  aus,  sondern  alle  Punkte  desjenigen  Cylinders,  oder 
derjenigen  cylindrischen  Fläche,  welche  auf  jener  Curve  in  der 
xz  Ebene  normal  steht.  Ebenso  genügen  der  Gleichung  y  =  cp  (^z) 
sämmtliche  Punkte  einer  cylindrischen  Fläche,  die  auf  der  Curve  in 
der  yz  Ebene  normal  errichtet  ist.  (Die  Bezeichnung  normal  bezieht 
sich  natürlich  nur  auf  rechtwinklige   Coordinaten;   das  hier  Gesagte 


gilt  aber  auch  für  loxogonale  Systeme,  nur  hat  man  dann  statt  nor- 
mal auf  der  Ebene  die  Worte  zu  setzen:  parallel  der  in  der  Ebene 
nicht  enthaltenen  Coordinatenaxe.)  Da  nun  die  Curve  im  Räume  bei- 
den Gleichungen  genügt,  so  muss  sie  auf  beiden  Cylindern  liegen 
oder   der    Durchschnitt    dieser    beiden   Flächen    sein:    Das   System 

ix'  ==  /"  (z) 
'  ;  ,    stellt  also    die    darin    b  e  - 

zeichnete  Rauracurve  als  die  Durchschnittslinie  der  bei- 
den cy lindrischen  Oberflächen  x=f{z),  tj  =^  (p  [z)  dar. 

Betrachtet  man  dagegen  jede  dieser  beiden  Gleichungen  nur  als 
die  der  ebenen  Ourven  in  den  Ebenen  resp.  der  xz  und  rjZy  d.  h. 
als  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  gegebenen  Raumcurve  auf 
diese  beiden  Coordinatenebenen,  so  besteht  die  zweite,  von  der  ersten 
wesentlich  nicht  verschiedene  Art  eine  Raumcurve  zu  bestim- 
men darin,  dass  man  sie  durch  ihre  Projectionen  auf  zwei 
der  Coordinatenebenen  giebt.  Zwei  Projectionen  sind  nur 
nöthig,  weil  man  die  dritte  leicht  aus  den  Gleichungen  der  beiden 
ersten  finden  kann ,  indem  man  die  ihnen  gemeinschaftliche  Ordinate, 
hier  z,  aus  ihnen  eliminirt.  Denn  hat  man  irgend  zwei  (von  ein- 
ander unabhängige)  Gleichungen  zwischen  den  Variabein  x,  y,  z 
und  eliminirt  eine,  z.  B.  z,  aus  ihnen,  so  ist  die  resultirende  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  die  der  Projection  der  durch  die  beiden 
gegebenen  Gleichungen  ausgedrückten  Raumcurve  auf  die  Ebene 
der  xy. 


§3. 

Es  giebt  nun  noch  eine  dritte  Art  der  Darstellung  der 
Curven,  nämlich  dass  man  jede  der  drei  Coordinaten 
X  y  z  als  eine  Function  von  irgend   einer   vierten  Grösse  t 

(x==f{t) 
diarstellt:    \y  =  f\{t)-    Zu  dieser  letzten  Art  der  Darstellung  bilden 

wir  uns  zwei  Beispiele: 

1)  Die  gerade  Linie  im  Räume.  Eine  gerade  Linie  gehe 
durch  einen  bestimmten  Punkt  («,  h,  c);  eine  ihrer  beiden  Hälften 
(von  jenem  Punkte  an  gerechnet)  bilde  mit  den  Coordinatenaxen 
die  Winkel  a,  ß,  y,  (der  andere  Theil  bildet  also  resp.  die  Winkel 
7C — a,  7t  —  ß,  n  —  y).  Es  seien  nun  xy  z  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  dieser  geraden  Linie,  welcher  von  dem  Punkte  {a,  h,  c) 
um  r  entfernt  sein  möge.     Dann  hat  man  für  die  erste  Hälfte  dieser 

Linie  folgende  drei  Gleichungen :  -^  =  cos  a,  ^^^  =  cos  ß,  -^-  =  cosy 

oder,    wie  sich   daraus   ergiebt:   x  =  a  -\-  r.  cos  «,  y  =^h  -\-  r.  cos  ß^ 

1* 


z  =  c  ■-{-  t\  cos  y.     Für  den  Punkt  (.♦?,  y,  z)  aber  auf  der  Hälfte   die 
dieser    entgegengesetzt  ist,    würde   man  haben:   " — —  =  — cos«,  ^-7- 


=  —  cos  ß,   =  —  cos  y ,  oder  wiederum:  x  =  a  —  r.  cos  a,  y  :=i  b 


r 


—  r.  cos/3,  z  =  c  —  r.  cos  j'.     Man  kann  folglich  sagen: 

Man  hat  für  sämmtliche  Punkte  dieser  geraden  Linie  folgende 
Gleichungen : 

X  =  a  -{-  t.  cos  a,  y  =^  b  ~\-  t.  cos  /3,  z  =  c  -\-  L  cos  y.  Die  Be- 
deutung dieser  Grösse  /  ist  hier  leicht  einzusehen:  für  alle  Punkte, 
welche  auf  der  ersten  Hälfte  der  Geraden  liegen,  ist  sie  dasselbe, 
wie  die  Entfernung  r;  für  alle  andern  Punkte  die  Entfernung,  mit 
dem  Minus -Zeichen  voran.  Man  erhält  übrigens  aus  diesen  drei 
Gleichungen   sehr    leicht    die  Projectionen  dieser  geraden   Linie,    in- 

,  ^     V     •   •  .      sc  —  a         y  —  b        z  —  c 

dem  man  t  ehmimrt:    =  - — 5= • 

cos  a         cos  p        cos  y 

2)  Die  Schraubenlinie.  In  der  xy  Ebene  liege  ein  Kreis, 
siehe  Fig.  1 ,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
sei;  und  auf  diesem  Kreise  stehe  normal  ein  Oylinder.  Da  wo  der 
Kreis  die  x  Axe  schneidet,  fange  ein  Punkt  an,  sich  an  dem  Oy- 
linder in  die  Höhe  zu  bewegen,  und  zwar  so,  dass  seine  Steigung 
proportional  ist  dem  Winkel,  welchen  seine  Projection  auf  die  xy 
Ebene  in  dieser  Ebene,  d.  h.  in  dem  Kreise  beschreibt.  Welches 
sind  die  Gleichungen  dieser  Curve?  —  Da  jeder  Punkt  im  Räume 
mit  seiner  Projection  auf  eine  der  drei  Coordinatenebenen  die- 
jenigen beiden  Coordinaten  gemeinschaftlich  hat,  welche  in  diese 
Ebene  fallen,  so  ist  hier  offenbar,  wenn  der  Kreisradius  a  und  der 
veränderliche  Winkel  in  der  xy  Ebene  t  heisst,  x  ==  a.  cos  t,  y  == 
a.  sin  tf  und  zwar  gelten  diese  beiden  Gleichungen  sowohl  für  den 
Hilfspunkt,  der  sich  in  der  Ebene  der  xy  bewegt  wie  für  den  die  ge- 
suchte Curve  erzeugenden  Punkt,  der  an  dem  Cylinder  in  die  Höhe 
steigt.  Hat  nun  der  Hilfspunkt  einmal  die  Peripherie  2;r  durch- 
laufen, so  wird  der  eigentliche  beschreibende  Punkt  eine  gewisse 
constante  Höhe  b  erreicht  haben.    Dieses  b  nennt  man  die  Höhe  eines 

Schraubenganges.    Es  ist  nun  z:b  =  t:  2%  oder  ^  =  §— 5  ^-Iso  sind  ge- 

(x  =  a  cos  t 
funden  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie:    j          i,* 

Dass  diese  Curve  auf  einem  Kreiscylinder  liegt,  übersieht  man 
leicht,  wenn  man  t  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  eliminirt.  Man 
erhält  dadurch  x"^ -\- y"^  =  d- ,  zunächst  die  Gleichung  des  Grund- 
kreises, und  dann  die  eines  auf  demselben  normal  errichteten  Cy- 
linders.    Eliminirt  man  /  aus  der  letzten  und  einer  der  beiden  ersten 


Gleichungen,  so  erhält  man:  x  =  a.  cos  —,—  und  y  =  a.  sin  "-j-'^ ,  eben- 
falls zwei  Cylinder.  Man  kann  aber  (  auch  so  eliminiren,  dass  die 
resultirende  Gleichung  alle  drei  Variabein  enthält:  ^f  ^  tg  -^-  Was 
diese   bedeutet,  werden  wir  sogleich  sehen. 


§  4. 

Lehrsatz.  Jede  Gleichung  zwischen  drei  Variabein 
X,  y,  z  stellt  eine  Fläche  dar;  und  umgekehrt:  Jede  Fläche 
wird  durch  eine  Gleichung  zwischen  drei  Variabein  x^y,  z 
ausgedrückt.  Dies  ist  ebenfalls  leicht  zu  übersehen.  Denken  wir 
uns  nämlich  eine  Fläche  nach  irgend  welchem  Gesetze  gebildet,  und 
fällen  von  einem  bestimmten  Punkte  dieser  Fläche,  den  wir  uns 
iixiren,  die  z  Ordinate  herunter,  so  trifft  diese  einen  ebenfalls  be- 
stimmten Punkt  der  xy  Ebene.  Umgekehrt  liegt  über  jedem  Punkte 
der  xy  Ebene  ein  gewisser  Punkt  der  Fläche,  der  ein  bestimmtes 
z  hat.  Man  muss  also  im  Stande  sein,  aus  den  Coordinaten  x  und 
y  eines  Punktes  der  Fläche  seine  Höhe  über  der  xy  Ebene,  d.  h. 
sein  z  zu  finden.  Es  muss  also  z  entweder  explicite  oder  implicite 
als  Function  von  x  und  y,  oder  eine  Gleichung  von  der  Art  z  =  f{x,  y) 
resp.  F  (x ,  y ,  z)  =  0  gegeben  sein. 

Die  Gleichung  —  =  tg  -y-    drückt    also    eine    Fläche    aus ,    auf 

welcher  die  Schraubenlinie  liegt,  und  zwar  eine  durch  eben  diese 
Gleichung  ganz  bestimmte  Fläche,  die  man  die  Schraubenfläche 
nennt.  Man  bemerkt  leicht  folgendes:  die  Schraubenlinie  ist  durch 
zwei  Constante  gegeben,  die  Schraubenfläche  enthält  nur  eine;  auf 
dieser  Fläche  liegt  daher  nicht  blos  die  eine  Schraubenlinie,  sondern 
überhaupt  alle  Schraubenlinien,  die  dasselbe  b,  d.  h.  dieselbe  Gang- 
höhe haben.  Man  kann  sich  daher  die  Schraubenfläche  so  versinn- 
bildlichen, dass  man  sich  von  der  Axe  des  leitenden  Cy linders  aus 
einen  horizontalen  Strahl  nach  der  Schraubenlinie  gezogen  denkt, 
und  diesen  stets  horizontal  so  weiter  bewegt,  dass  er  nacheinander 
alle  Punkte  der  Cylinderaxc  und  alle  Punkte  der  Schraubenlinie 
durchläuft.  Natürlich  hat  man  sich  diesen  Strahl  nicht  gleich  einem 
bestimmten  a,  sondern  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  zu  denken, 
denn  a  kommt  eben  in  der  Gleichung  der  Schraubenfläche  nicht  vor. 


Erster  Abschnitt:  Curven  im  Räume. 
1.  Tangente  und  Normalebene. 

§  5. 

Erklärung.  Tangente  einer  Curve  ist  diejenige  Linie, 
welche  durch  einen  Curven  -  Punkt  und  einen  ihm  unendlich  nahen 
zweiten  Punkt  der  Curve  gezogen  ist;  d.  h.  man  denke  sich  zu- 
nächst durch  ii'gend  welche  zwei  Punkte  einer  Curve  eine  gerade 
Linie  (Sehne)  gezogen,  und  lasse  alsdann  den  zweiten  Curvenpunkt 
sich  dem  ersten  immer  mehr  nähern,  wobei  er  sich  natürlich  auf  der 
Curve  selbst  bewegt;  alsdann  ist  die  Tangente  die  Grenzlage  dieser 
beweglichen  Geraden. 

Aufgabe.  An  einen  gegebenen  Punkt  (x,  y,  z)  einer 
(durch  ihre  Gleichungen)  gegebenen  Curve  die  Tangente 
zu  ziehen.  Betrachten  wir  die  Coordinaten  der  Curve  x,  y ,  z  als 
Functionen  der  vierten  unabhängigen  Variabein  t  und  lassen  wir 
einem  zweiten  Werthe  i  -\-  h  dieser  Variabein  einen  zweiten  Curven- 
punkt a;, ,  2/1  j  2r,  entsprechen,  d.  h.  einen  Punkt,  dessen  Coordinaten 
sind: 

so  sind  die   beiden  Gleichungen   einer  Geraden,   welche  durch   diese 

zwei  Punkte  hindurchgeht, ==  - — -  == ,  wenn  wir  1 9^  ^  ihre 

laufenden  Coordinaten  nennen.  Setzt  man  statt  der  Coordinaten  o;,, 
?/(,  Zj  ihre  Werthe  ein,  so  bekommt  man  drei  Brüche,  die  h  als  ge- 
meinschaftlichen Factor  im  Nenner  haben:  multiplicirt  man  daher  alle 
drei  Brüche  mit  dieser  Grösse,  so  erhält  man: 

i  —  x    ^^  71  — y  ^^  ^—z 

dt^2\d¥)        dt~^  2\dt^/         dt~^  2\dW 
Nach  der  obigen  Erklärung  haben  wir  nun  zur  Gränze  überzugehen, 
d.  h.    Ii   verschwindend   klein   zu  setzen   gegen  endliche  Summanden, 
indem    der   zweite  Punkt   unmittelbar  neben   dem    ersten   liegen    soll. 
Somit  erhalten  wir  endlich  als  die  Gleichungen  der  Tangente 


—     7     - 

dx  dy  dz    ' 

dt  dt  dt 
ganz  gleich  was  für  Coordinaten  gewählt  werden,  rechtwinklige  oder 
schiefwinklige;  denn  die  Gleichung  der  Geraden,  von  der  wir  aus- 
gegangen sind ,  ist  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  der  Coordinaten. 
Anmerkung.  Man  kann  diese  Gleichungen  auch  ohne  solch 
umständliche  Betrachtungen  finden.  Man  kann  nämlich  die  Glei- 
chungen        —  ==^ — J  ==?- von    denen    wir    wiederum    ausgehen, 

auch  so  schreiben: 

x^  —  x         ijt—y  Zi  —  z  ' 

h  h  h 

Lässt    man   hierin   h    immer    kleiner   werden,    so   ist   ja   lim  (   '       ) 
gerade   das,   was   man    —   schreibt,    denn   es    ist    der    Zuwachs   der 

Function  x,   dividirt   durch   den   Zuwachs  der    unabhängigen    Varia- 
bein L     Dadurch  ergeben  sich  sogleich  die  obigen  Gleichungen. 

§  6- 
Die  Neigung,  welche  die  Tangente  zu  den  drei  Co- 
ordinatenaxen  hat,  bestimmt  sich  nach  den  allgemeinen  Formeln 
für  die  Neigung  einer  Geraden  zu  den  Axen.  Sind  u,  ß,  y  die 
Winkel,  welche  die  Tangente  resp.  mit  der  x-,  y-,  ^-Axe  bildet, 
so  findet  man 

dx  dy 

dt  r,  dt 

cos  «  =  —  ,  cos  p 


und   cos  y  == 


dz 
dt 


/(§)+(lf)+©' 

So    ist  z.   B.    für    die    Schraubenlinie,    wo    x  =^  a.  cos  /,    y  = 


ht   .   . 
a.  sin  t,  z  =  --  ist, 


—  a  sin  i  ™  a  cos  t 

cos  a  =  —  ,  cos  p  = 


]/ä^+' 


cos  y 


4712 

b  b\ 


'V^'+S, 


Via^Tt  +  b^ 


Unter  diesen  Ausdrücken  ist  der    letzte  der   interessanteste,    indem 
er   die   Grösse   i  gar   nicht   enthält:    der  Winkel   y   ist  also    constant 


für  alle  Punkte  der  Schraubenlinie,  oder  die  Tangente  der  Schrauben- 
linie bildet  mit  der  z  Axe  einen  constanten  Winkel.  Da  der  Win- 
kel, den  sie  mit  der  xy  Ebene  bildet,  das  Complement  dieses  con- 
stanten  AVinkels  ist,  so  kann  man  auch  sagen:  die  Neigung  der 
Schraubenlinie  gegen  die  Ebene  des  Grundkreises  ist  constant.  Dies  ist 
von  vornherein  klar,  wenn  man  sich  ihre  Entstehung  (s.  Fig.  2)  durch 
die  Diagonale  eines  Rechtecks  denkt,  dessen  Grundlinie  natürlich  die 
Peripherie  des  Grundkreises  2flfjr,  und  dessen  Höhe  die  Ganghöhe 
h  ist.  So  ist  der  Satz  für  die  Schraubenlinien  klar,  die  auf  Kreis- 
Cylindern  beschrieben  sind;  nach  unserer  Formel  folgt  aber  seine 
Richtigkeit  auch  wenn  der  Cylinder  eine  andre  Basis  hat. 


Bemerkung.     Die  j/(||)  +  (^)  +  (^J    hat    eine    sehr    ein- 

fache  Bedeutung.  Nimmt  man  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  der 
Curve  als  Anfangspunkt  der  Bogen  s,  die  von  da  an  jeder  bis  zu 
einem  für  ihn  bestimmten  Punkte  x,  y,  z  gezählt  werden,  so  wird 
diese  Grösse  s  ausser  von  den  gegebenen  constanten  Coordinaten  des 
Ausgangspunktes  noch  eine  Function  der  Grösse  t  sein,  und  zwar 
lässt  sich  leicht  der  Differentialquotient  dieser  Function  nach  t  finden ; 

es  ist  nämlich  ff  =  ^  (|f)  +  (|^)  +  (^J-  Denn  die  Länge  eines 
Bogens  ist  die  Gränze  für  die  Summe  der  Seiten  der  Polygone  die 
man  der  Curve  einschreiben  kann.  Das  Bogenelement  ds  ist  also 
gleich  der  unendlich  kleinen  Sehne  zwischen  zwei  unendlich  nahen 
Punkten  xy  z,  x  -\-  dxy  -{-  dy  z  -\-  dz\  die  Entfernung  dieser  beiden 

Punkte  von  einander  wird  aber  eben  durch  die  ]/ dx-  -}-  dy'^  -f-  d7^ 
gegeben. 

So    ist  in  Bezug  auf  die   Schraubenlinie  -^  = // «a-j oder 

dt  f  4ji 

/  6^ 

s  =  t  y  a^+-^^ -{- c,   worin   sich   die  Oonstante  c  nach  dem  Werthe 

von  (  richtet,  für  welchen  5  =  0  sein  soll.  Lässt  man  z.  B.  die 
Schraubenlinie  von  der  xy  Ebene  anfangen,  so  ist  s  =  0  für  ^  =  0. 
Bei  diesem  Anfange  der  Schraubenlinie,   den  wir   übrigens  von  vorn 

herein    festgesetzt    haben,    ist    also   s  ==  t .  j/ a^ -}- ~^.      Nehmen    wir 

einen  Gang  der  Schraubenlinie,  so  ist  ^  =  27r,  also  s  =  //(2fl! «)"'-{-  b-, 
was  auch  nach  dem  Pythagoreischen  Satze  aus  dem  obenerwähnten 
Rechtecke  klar  ist. 

Folgerung.     Man  kann  somit  die  obigen  drei  Brüche  auch  so 
dx 

schreiben:  cos  «  = -^^-  oder,  führt  man  den  Bogen  als  unabhängige 
dt 


Veränderliche  ein:  cos  «  =  ^^  ^^^  /^  =  S'  ^os  y  =  ^^  Dabei  ist 
('^fy4_('^''?^y_i_('— y  ^  1  und  durch  nochmalige  Differentiation  nach 
dem    als    unabhängig    angesehenen   «:  ^  ^2  +  ^  7P  +  ^s  d^^  —  ^'• 

§  7. 

Von  Einer  Normale  einer  Curve  im  Räume  kann  nicht  wohl  die 
Rede  sein:  es  giebt  in  jedem  Punkte  der  Curve  unzählig  viele  Nor- 
malen, denn  es  lassen  sich  auf  der  Tangente  als  einer  geraden  Linie 
im  Räume  in  jedem  Punkte,  folglich  auch  im  Berührungspunkte  un- 
zählig viele  Linien  normal  errichten,  welche  alle  in  Einer  Ebene 
liegen.  Daher  spricht  man  bei  solchen  Curven  von  einer  Normal- 
ebene  und  versteht  darunter  diejenige,  welche  im  Berührungspunkte 
auf   der    Tangente   normal   steht,   und   deren   Gleichung  somit    ist: 

2.  Sclimieguiigsebene. 

§  8. 

Erklärung.  Der  Curve  im  Räume  eigentümlich  ist  die  Os- 
culations-  oder  Schmiegungsebene.  Man  nennt  Schmiegungs- 
ebene  einer  Curve  diejenige  Ebene,  die  durch  drei  unendlich  nahe 
Punkte  geht  oder ,  was  dasselbe  sagen  will ,  die  durch  zwei  unendlich 
nahe  Tangenten  gelegt  wird. 

Die  Aufgabe,  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  zu 
finden,  löst  man  hiernach,  indem  man  sich  zunächst  drei  in  end- 
licher Entfernung  von  einander  liegende  Punkte  der  Curve  denkt: 
einen  Punkt  A,  der  einem  gewissen  Werthe  von  /  entspricht,  ferner 
dem  Werthe  t  -\-  h  entsprechend  einen  zweiten  Punkt  B  und  endlich 
dem  Werthe  t  -\-  2h  entsprechend  einen  dritten  Punkt  C.  Durch 
diese  drei  Punkte  legt  man  eine  Ebene  und  sucht  ihre  Gleichung 
auf  für  den  Fall,  dass  h  sich  der  Null  ohne  Ende  nähert. 

Die  Coordinaten  der  drei  Punkte  seien  xyz,  x^y^Z\,  x^y-y^i 
oder  nach  der  bekannten  Bezeichnung  xyz,  x  -\-  ^x  y-\-/iyz-{-^z, 
X  -\-  2 /Ix  4-  A'^x  y  -{-2/ly  -\-  /Ihj  z  -j-  2/lz  +  ^^z.  Dann  ist  die 
Gleichung  einer  Ebene,  die  durch  den  Punkt  A  geht:  «  (^  —  ^) -\- 
b  {-q  —  y)  +  c{t,—z)  =  0;  derselben  Ebene,  da  sie  auch  durch  den 
Punkt  B  gehen  soll:  a./lx  -\-  b.zJy  -j-  c.^z  =  0;  und  endlich  inso- 
fern sie  auch  durch  den  Punkt  C  gehen  soll,  wird  deswegen  ihre 
Gleichung:  a  {2Jx  +  ^\v)  +  b  (2z/y  +  ^hj)  +  c  (2 z/z  -f  zJH)  =  0. 
Die  letztere  Gleichung  lässt   sich  offenbar  mit  Hilfe   der  vorletzten, 
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einfacher  so  schreiben:  a.zi'^x  -\-  h./J'^y  -\-  c.^'^z  =  0.     Es  ist  somit 
a:b:c  ^  {zJy  J'^z  —  Jz  J'^y):{Jz  ^""'X  —  Jx^'^z):  {.dx  ^-y  —  ^ij  zf^x) 

oder 

a  b  c 

Jy  J^z  —  dz  d-y        dz  d-x  —  dx  d'z        dx  d^y—dy  d^x 
Somit   ist   die  Gleichung   einer  Ebene,    die    durch  irgend  welche 
drei  Punkte  A,  B,  C  geht,  folgende: 
{zly  J'^z  —  AzJhj)  (i,  —  x)  +  {Az  A'X  —  /Ix  A'^z^  {^  —  y) 

-f  {/ix  Ahj  -  /iy  A'^x)  (g  —  z)  =  0. 
Geht  man  nun  zur  Grenze  über,  nachdem  man  vorher  mit  /?-.Ä- 
die    ganze    Gleichung    dividirt    hat,    so    wird    die    Gleichung   der 
Schmiegungsebene: 

fdy  d'^z  _  dz  d^y\  /y \    .    /dz  d^x  _  dx  d'^z\  (    _    \ 

\dtdi^~Tt  ITw  \^ ~ "^v  +  \dt  d¥       dt  U^)  yl~y ) 

■    /dx  d^y       dy  d^x\  /  ^        \ ,. 

§  9- 

Es  ist  aber  von  der  grössten  Wichtigkeit,  gar  nicht  diesen  Ueber- 
gang  vom  Endlichen  zum  unendlich  Kleinen  machen  zu  dürfen,  son- 
dern sogleich  mit  unendlich  kleinen  Grössen  rechnen  zu  können. 
Dies   ganze  Gebiet   umfasst  die  Aufgabe:   die   Constanten  «,  b, 

c,  d ,   welche  in   die   Gleichung  einer  Fläche 

F{^,7],^,a,  h,  c,  rf......)  =  0 

eingehen,    so   zu    bestimmen,    dass   die  Fläche   durch  eben 
so  viele  gegebene  Punkte  geht. 

Dass  die  Aufgabe  möglich  ist,  sieht  man  sofort.  Denn  hat  die 
Gleichung  der  Fläche  etwa  4  Constante  oder  Parameter,  sind  also 
4  bestimmende  Punkte  x  y  z,  x^y^  z^,  x^y^  z.^,  x^  y-^  z.^  gegeben,  so 
bestehen  ihretwegen  folgende  4  Gleichungen:  F {x,  y,  z,  a,  b,  c,  d)  =  0] 
F  («u  y\i  -i;  a,b,c,d)  =  0'^  F  {x.^,  y.^,  z^,  a,  b,  c,  d)  =  0-, 

F  (^3,?/^  2:3,  a,  b,c,d)  =  0, 
so  dass  die  Parameter  vollständig  bestimmt  sind.  Es  folgt  hier- 
aus zum  Beispiel  unmittelbar,  dass  sich  im  Allgemeinen  durch 
4  Punkte  eine  Kugel  legen  lässt;  —  natürlich  kann  es  bei  der 
Auflösung  der  vier  Gleichungen  auch  vorkommen,  dass  sich  Wider- 
sprüche zeigen,  oder  dass  eine  Gleichung  in  den  andern  enthalten 
ist:  dies  sind  aber  Specialitäten,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen. 
Solche  Fälle  treten  z,  B.  auf,  wenn  eine  Kugel  durch  vier  Punkte 
zu  legen  ist,  von  denen  3  in  einer  Geraden  oder  die  alle  in  Einem 
Kreise   liegen:    die  Kugel   ist  alsdann   unmöglich,    resp.  unbestimmt. 

Um  die  Aufgabe  zu  Ende  zu  bringen,  setzen  wir  fest,  dass  die 
Coordinaten  x  y  z    Functionen    von  t    sind,    x^  y^  z^   resp.   dieselben 


—    11    — 

Functionen  von  f -\- fi ,  Xo  !/■,  ^2  "^^^n  t-\-2h,  x^tj^z^  von  t-\-?)h. 
Alsdann  sind  offenbar  die  4  Parameter  Functionen  von  t  und  h.  Die 
Aufgabe ;  die  sich  nun  beständig  wiederholt,  ist  die,  zu  wissen, 
welches  die  Grenzwerthe  von  a ,  b ,  c ,  d  s\xi([  für  den  Fall, 
dass  man  h  immer  kleiner  werden  lässt?  d.  h.  welches  sind 
die  Werthe  von  a,  b,  c,  d,  wenn  die  Fläche  durch  vier  unendlich 
nahe  Punkte  gehen  soll?  Bezeichnet  man  die  4  obigen  Gleichungen 
resp.  durch  F=  0,  /",  =  0,  F.,  =  0,  /',  =  0,  so  kann  man  offenbar 
zur  Bestimmung  von  a  b  c  d  an  Stelle  dieser  vier  Gleichungen  irgend 
vier  andre  wälilen,  welche  sich  aus  ihnen  ableiten  lassen,  vorausge- 
setzt, dass  aus  diesen  neuen  sich  wiederum  die  gegebenen  herleiten 
lassen.  Wir  wählen  folgendes  System:  F=0',  F^  —  F^O\  Fo  —  ^F^  + 
F=0]  F.^  —  oF., -\- 3Fi— F  ==  0,  von  denen  es  keine  Frage  ist, 
dass  sie  den  vorigen  4  äquivalent  sind.  Dividiren  wir  sie  der  Reihe 
nach  durch  1,  /?,  /«-,  h^ ,  so  enthält  die  erste  ausser  a,h,c,d  nur 
noch  t,  die  andern  ausserdem  noch  h.  Wird  nun  h  immer  kleiner 
und  kleiner,  so  bleibt  deshalb  die  erste  Gleichung  unverändert  F  =  0, 

die  andern  werden  resp.  -jj  =  0,  —r^  =  U,  -jr^  =  U. 

Der  Uebergang  zur  Auffindung  mehrerer  Parameter  ist  leicht. 
Um  also  die  Werthe  von  w  constanten  Parametern  da- 
durch zu  bestimmen,  dass  die  Fläche  durch  n  unendlich 
nahe  Punkte  gehen  soll,  bilde  man  sich  die  n— 1  ersten  Diffe- 
rentialgleichungen der  gegebenen  Gleichung /"=  0  nach  irgend  einer 
unabhängigen  Variabein  t.  Man  hat  dann  in  Summa  n  Gleichungen, 
welche  zur  Bestimmung  der  n  Parameter  ausreichend  und  nöthig  sind. 

§  10. 

Angewendet  auf  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  ergiebt 
dies  folgende  Rechnung: 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  hat  man  a^  -\-  bt]  -\-  c^ 
— 1  =  0,  und  bildet  sich  daraus  noch  folgende  drei  Gleichungen: 
ax-\-by-\-cz=\,  worin  x  y  z  Functionen  von  t  sind;  ferner 


^^^  +  ^fi  +  ^^=^  ^"^^^  ^"«^^^^^  ''-dt^  +  ^\W  +  '^-dt^-^- 


Aus  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  lassen  sich  offenbar  die  Ver- 
hältnisse der  drei  Grössen  «,  b,  c  finden,  welche  man  in  folgender 
Form  schreiben  kann: 

,  /dy  d'^z       dz  d-y\    x^    _  1  (dz  d^ dx  d'^z\ 

^^  ~      \dt  1:^  ~  ~dt  dt^/'      ~~     y'di'di^       lÜ  W  ' 

^  /dx  dhj       dy  d'^x\ 

^  ~     \dt~dt^~ ~dt  It^y 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  lässt  sich  A 
daraus  bestimmen,  und  der  dafür  gefundene  Werth  wird  alsdann  in 
die  zweite  eingetragen.  Oder  auch:  wir  tragen  diese  Werthe  von 
a  b  c  m  die  Gleichung  a  {l  —  x)  -\-  b{r]—y)  -f-  c  {^—z)  =0  ein, 
welche  die  Differenz  der  beiden  ersten  ist;  dadurch  hebt  sich  der 
Factor  A  fort,  und  wir  finden  dieselbe  Gleichung  für  die  Schmiegungs- 
ebene  wie  in  §  8. 

3.  Osculationskreis. 

§  11. 

Ebenso  lässt  sich  die  Aufgabe  lösen:  den  Osculationskreis 
d.h.  denjenigen  zu  finden,  der  durch  drei  unendlich  nahe 
Punkte  einer  gegebenen  Curve  geht.  Die  Gleichung  des 
Kreises  im  Räume  geben  wir  durch  die  Gleichung  seiner  Ebene  und 
die  einer  der  Kugeln,  die  ihn  aus  dieser  Ebene  ausschneiden,  und 
deren  es  natürlich  unzählige  giebt:  unter  diesen  wählen  wir  diejenige 
Kugel,  die  mit  dem  Kreise  den  Mittelpunkt  gemein  hat,  von  der 
also  der  Kreis  ein  Aequator  ist.  Der  Radius  des  Kreises  sei  r,  die 
Coordinaten  seines  Mittelpunktes  a  ß  y.  Dann  ist  die  Gleichung  der 
Kugel  folgende:  ^— «^  -{-  rj^—ß""  -f  g— y'  =  r^  Da  diese  Kugel  durch 
den  Punkt  x  fj  z  und  zwei  ihm  unendlich  nahe  gehen  soll,  so  haben 
wir    folgende    Gleichungen:    x—  et    -f-  rj  —  ß^  -\-  z  —  y'  ==  r- (1) 

^"M  +  ^ß'I+^y'ä-^ (2). 


oder 


- — -  d^x    .    ^  dhj    ,    d^-2    ,    /dxV    ,    /dyV    ,    /dz\^        ^ 


—,d^x    ,    -xd'y     ,    d^z  A^«V  ro\ 

-«^  +  y-^^+^-y;^y.  =  -(^;  (3). 


Dazu  kommt  noch  die  Gleichung  der  Ebene,  die  durch  die  gegebenen 
drei  unendlich  nahen  Punkte  gehen  soll;  d.  h.  es  kommt  noch  dazu 
die  Gleichung  der  Osculationsebene  im  Punkte  xyz,  die  auch  den 
Punkt  a  ß  y  enthält: 

^^  idy  d^z       dz  d^yi     .    7.  ulz  d'^x       dx  d^zi 

^     "  \di  ~dt^  ~  dt  ~dt^  +  ^~''    \dt^^'^  dt  dt^ 


A^JZ^,  \dxd^_dyd,^xi          ^  ,^. 

^  ^     y  \dt  df-        dtdt^  '^^^* 

Man  findet  zunächst  aus  (2)  und  (4)  das  Verhältnis  x  —  a:  y  —  ß: 
z  —  y,  nämlich  es  wird 

-^^  ,    {dy  /dx  d'^y     '  dy  d\c\       dz /dz  d'^x dxd'^z\) 

^     '^  —      \di  \dt  dt''  ~  dt  ~dW  ~"di\dt  'dt'~'di  ^/i 

,   klx/dry  dhj    .dz  d'^z\ d^x/ülyV    ,    /^VV 

"~      \dt  \dt  dh  "•    dt  dW      W^\\dt/     '    \dt*  /) 
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odei';  wenn  man  zum  Minuenden  jr'-Tt'J^  ^^"*^^  ^""^  Subtrahenden 
','!^-{'r)  hinzufüfft,  wodurch  die  Gleichung  nicht  geändert  wird, 
^»^^  ^tJ  +  (S)'  +  C^y  ^'""^  ^"  (^y  ""d  demgemäss 

^?l  +  ^1^f  +  tf^  «icl^  i^^  i  ~^'^  oder  4^  ^:  zusammenzieht: 
d^    di^    I     (H  dfi    I    rf^   dt^  i        dt  dt  dt^ 

.   Ulx  ds  d^s       d^x  fdsV) 

x—a  =  ^  Xdtdt  dt^~  ~de-  \dt)  I 

oder  endlich 

.  ds   (äx  d^s       ds  d^x 

X—a  —  ^-ji  \-dtdt^~dil[t^ 

ebenso  wird 

r,         1  ds  kly  d^s       ds  d^ti)  ,    ,  ds  kU  d". 

'^~ß-^dt.btdf^~-dtM4  """"^"^-y-^diktcH 


s       ds  d'^Zi 
dt^  ~  dt  7W 


Substituirt    man    diese    drei    Werthe    in    die    Gleichung    (3),    so 
findet  man  A:  es  wird  nämlich 


^  ds  ( d-^s  /dx  iPx    .(Uj  (Vy    ,    dz  d^\ ds  //^V  _,    /^^V  4_  A'^^^YM 

dt  um  \dt  ~di^  "T  dt  dt^  '^  dt  dt^/       dt  \\dt^/   "^  V/i^/     '    VdtV  /) 

!r 

2  /f^sV  l/f/'^sV       /d^xV       fd^i/V       /'ä^^\H   _       A?«V 

^  \dt)  te/  ~\W  ~\di^)  ~"te/l  —"Ut) 


also 


Hiernach  wird 

ds  idx  d^s       ds  d^x) 
di\'dtdr^~~di  rf^f 


X — a 


und  ähnlich  y  —  ß  und  z — j^ (5). 

Endlich  findet  man  ;•  aus  (1) : 


=^Kiyi(£T((^iy+c^y+ct)') 

_^ds^  /dx  d^        dy  dhj    ,    dz  d^z\    ,    /^V  [(d^x^    ,    (d^yV    ,    A^''A'\( 
rf# dt^ \dt'dt^~^'dtin^~^di  W    '    Vl^/  \\dt^/  +  V^^?^  +  VjfV  j\ 

i. 

\dt/    Kdt^/  \dt)  dtdt^  dt  dt^  "r"  \d(/  \^dj^*    '    \dP/     i"  {'dtJ  j] 

1er  '        . 

~~  ^  '\dt)    \dt/  '  l 
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oder  endlich 


( 


dt) 


df^) 


m- 


§  12. 

Eine  ganz  besonders  einfache  Form  nehmen  diese  Gleichungen 
an^    wenn   man   zur  Unabhängigen  t   den  Bogen  s  nimmt.     Dann   ist 

nämlich  -^  =  1 ,    77^  =  0,    und   man    erhält    demzufolge,    wenn   man 

die  Differentiation  nach  6'  durch  Accente  bezeichnet: 

^  ^  Kö^T  y"^  +  z""" ^ 

und  a  —  X  =  x"  .r"^     ß — y  =  y"  .r"^     y  —  z  =  z"  .r"^ (8). 

Bezeichnen  wir  ferner  die  drei  Winkel,  welche  die  Richtung 
vom  Curvenpunkte  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin,  also  in 
das   Innere    der   Curve   hinein,   mit   den   drei   Axen    bildet,   durch  A, 

^,  V ,  so  haben  wir  cos  A  =  — ;-"-  u.  s.  f.;  wir  bekommen  also  für 
die  Winkel,  die  der  Krümmungsradius  mit  den  drei  Axen  bildet, 
der  Krümmungsradius  genommen  in  der  Richtung  vom  Curven-Punkte 
nach  dem  Krümmüngsmittelpunkte  hin,  die  Gleichungen: 

cos  A  =  x" .  r  cos  ^  =  ij" .  r  cos  v  =  z"  .r (9), 

Anmerkung.  Es  könnte  scheinen  als  wären  die  Formeln  (7) 
und  (8)  specieller  als  die  Formeln  (6)  und  (5),  insofern  als  bei  ihnen 
eine  ganz  bestimmte  unabhängige  Variable  gegeben  ist,  nämlich  der 
Bogen,  während  bei  den  ersten  Formeln  die  unabhängige  t  ganz  un- 
bestimmt gelassen  worden  ist.  Man  kann  jedoch  auch  umgekehrt 
von  den  Formeln  (7)  und  (8)  auf  die  Formeln  (6)  und  (5)  kommen. 
Angenommen,  man  habe  eine  Function  x  von  s  und  führe  eine  neue 
Variable  t  ein,    so  wird  nun  x  eine  Function   von  t.     Will    man  also 

die  alten   Diiferentialquotienten  x   x"  u.  s.  f.  durch   die  neuen  -jj-fß 

u.  s.  f.  ausdrücken,  so  verfährt  man  so: 

dx 

dx ,   ds       ^         I dt    ^ 

"Ti  — ^  X  .  "TT )  also  X  —    -5     . 
dt  dt'  ds    ' 

li 
dx'         ds  d^x       dx  dh 
ferner  "       ^^'  ^^*         dtdf^       dtdt^ 


ds  ds  /ds\^ 

'dt  \W 


/dsV 
\dt/ 

Setzt  man  diesen  Werth  von  x"  in  die  Formeln  (7)  und  (8)  ein, 
Bo  erhält  man  die  Formeln  (G)  und  (5). 
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§  13. 

Ex  cur  SU  s.  Die  Formeln  (9)  werden  gebraucht,  wenn  man  die 
sogenannte  Centrifugal kraft  darstellen  will.  Wenn  ein  materieller 
Punkt  sich  in  einer  Curve  bewegt  und  zwar  so,  dass  man  das  Be- 
wegungsgesetz vollständig  kennt,  d.  h.  dass  man  in  jedem  Augen- 
blicke angeben  kann  wo  der  Funkt  sich  befindet  (analytisch:  sind 
die  Coordinaten  xyz  der  Bahn  gegeben  als  Functionen  der  Zeit  f): 
so  hat  man  aus  den  Principien  der  Mechanik  auch  ein  Mittel,  die- 
jenigen Kräfte  anzugeben,  welche  gerade  diese  Bewegung  hervor- 
bringen; es  ist  nämlich  die  Ursache  für  diese  Bewegung,  wenn  man 
mit  m   die   Masse   des   Punktes    bezeichnet,    eine   Kraft,    deren   drei 

(l'^T  (1^'il  (l^Z 

rechtwinklige  Componenten  so  heissen:  m-^,  m  j^-^^,  m  jr^.    Man   kann 

aber  diese  Kraft  statt  nach  den  drei  Axen  auch  auf  unzählig  viele 
andre  Weisen  zerlegen,  z.  B.  nach  Tangente  und  Krümmungsradius 
der  Curve.     Denn  es  ist 


,  dx  rl(^^^   ^^^\ 

dt      1  \ds   dt' 

d¥  ""^''  -dV  ^^^'' dt —  ö^^^'^"  dS-dt^-^W KdS^ •  dt> 


d^x      1           dt      1           \ds   dt'     1  •  1    dx   d^s    ,    ds   /d^x   ds\ 
oder  -^  oder ^^r—  gleich       •        +       (      .     ) 


Nun  sind  aber  x  y'  z  die  Cosinus  der  Winkel  a  ß  y ,  welche  die 
Tangente  mit  den  drei  Axen  bildet,  und  x"  ij"  z'  sind  resp.  die 
Cosinus  der  Winkel  1  /x  v  (§  12.)  dividirt  durch  r\  es  ist  also 

d^x  d^s    ,  .  \dt/ 

m  -r-z  =  m  cos  a  -rr^-y  m  cos  A ; 

dt^  dt^    '  T 

oder  da  ^  die  Geschwindigkeit  v  bezeichnet  (^und  ^  =  —  ist) : 

d'X  d~s    ,  1  v^ 

m  -rr^  =  m  cos  a  ^HT,  ■+■  m  cos  A  — ; 
dt^  dt^    '  r  ' 

dHi  a  d,^s    ,  V- 

^  im  ^  ^^  ^°^  ^  ^^  +  ^^^  cos  fi  -  ; 

d^z  d^s    ,  v^ 

m  -jri  =  m  cos  y  -ttj  -{-  ^^^  cos  v  —  ; 

dt^  '  dt-    '  r  ' 

d.  h.  die  ganze   bewegende  Kraft    kann  man  sich  zusammengesetzt 

d^s 
denken   aus   zweien,   von  denen  die  eine,   fn -rr^   mit    den    Axen    die 

Winkel  cc  ß  y ,  die  andere,  m  —,  die  Winkel  X  ^  v  bildet;  oder:  Man 

kann  die  bewegende  Kraft  zerlegen  in  die  Tangentialkraft  m  -^  und 

in  die  (Normal-)Kraft  m  — ,    die    nach    dem    Krümmungsradius    und 

zwar  vom  Curvenpunkte  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  zu  wirkt, 
und  die  wir  normale  Componente  nennen  (besser  denn  Centri-fugal- 
oder  -petal- Kraft). 
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§  14. 

Die  Aufgabe,  durch  drei  Punkte  einen  Kreis  zu  legen,  welche 
in  der  Geometrie  zu  den  einfachsten  gehört,  lässt  sich  noch  viel  ein- 
facher als  bisher  geschehen  durch  gewisse  geometrische  Betrachtungen 
lösen.  Eine  solche  Herleitung,  die  sich  jedoch  nur  auf  die  Grösse 
des  Krümmungsradius,  nicht  aber  auf  die  Lage  des  Krümraungs- 
mittelpunktes  bezieht,  ist  folgende: 

Der  Auffassung  des  osculatorischen  Kreises  als  Krümraungskreis 
liegt  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  man  in  einer  unendlich 
kleinen  Ausdehnung,  nach  der  einen  und  der  anderen  Seite  des  Be- 
rührungspunktes, den  Kreis  für  die  Curve  nehmen  dürfe  und  umge- 
kehrt, siehe  Fig.  3.  Man  bezeichne  nämlich  den  Bogen  der  Curve 
von  einem  bestimmten  festen  Punkte  a  bis  zu  einem  veränderlichen 
Punkte,  mit  s,  und  den  Winkel,  den  die  beiden  Tangenten  in  a 
und  h  bilden,  mit  «f,  so  werden  *•  und  xv  sich  ändern,  wenn  h  sich 
a  nähert,  und  i"  und  w  werden  Functionen  einer  Variabein  sein,  als 
welche  man  &  selbst  ansehen  kann.  Sieht  man  nun  den  Bogen  ch  so 
an,  als  ob  er  dem  Krümmungskreise  angehöre,  dessen  Halbmesser  r 
ist,  so  ist  ds  =  r .IV ,  oder  ;■  bezeichnet  den  Grenzwerth  des  Bruches 

.  —  Der  Winkel  w  zwischen  den  beiden  Tangenten  (oder  Normalen), 

welche  den  Endpunkten  a  und  h  des  unendlich  kleinen  Bogens  ds 
einer  Curve  zugehören,  wird  der  Contingenzwinkel  genannt. 

Um  also  den  Krümmungsradius  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
zu  finden,  hat  man  nur  den  Winkel  zwischen  zwei  unendlich  nahen 
Tangenten  zu  berechnen  und  mit  ihm  in  ds  zu  dividiren. 

Nun  ist,  wenn  zwei  beliebige  Linien  mit  den  Axen  die  Winkel 
a  ß  y  resp.  a^  /3,  y,  und  mit  einander  den  Winkel  ?/  bilden,  bekannt- 
lich cos  u  =  cos  a.  cos  «j  -f-  cos  ß.  cos  /3j  -|-  cos  y.  cos  y,.  Daraus  folgt 
1  —  cos  u  =  1  — cos  a.  cos  «j — cos  ß.  cos  ßi  —  cos  y.  cos  j^, ,  folglich, 
wenn  man  beide  Seiten  mit  2  multiplicirt  und  statt  der  2  auf  der 
rechten  Seite  die  äquivalente  Summe 

(cos^«  -f  C0S-/3  -f-  cos-j^)  -f-  (cos-ßj  -|-  cos^/S^  -f-  cos'^yy) 

schreibt:   2(1 — cos  m)  oder 


4  sin^  —  =  cos  «1 — cos«  -|-  cos /3j — cos/3  -\-  cos  j^j — cosy  . 

Sind  nun  die  Linien,  von  denen  gesprochen  wird,  zwei  aufein- 
ander folgende  Linien  in  irgend  einem  Systeme,  so  wird  Lu  unend- 
lich klein ,  folglich  4  sin-  |  zu  u-  und  die  Differenzen 

cos  «, — cos  a,  cos  ß^ — cos  ß,  cos  ^j  —  cos  y 
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werden  resp.  d.  cos  a,  d.  cos  /3,  d.  cos  y.  unsre  Formel  geht  also  über 
in  u^  =  {d.  cos  «)-  +  {d.  cos  /3)-  -{-  («?.  cos  y)-.  Ist  endlich  <^^^  der 
Contingenzwinkel  iv ,  so  sind  a  ß  y  die  Winkel  der  Tangente  mit 
den    drei    Axen,     d.    h.    cos  o:  =  .r'   qoh  ß  =  1/   cos  y  =  z' ,    und    wir 

haben   iv~  =  (d.v')' -\- {dj/')- -\- (dz')- ,    mithin    wird    endlich      '     oder 
1 


§  15. 

Eine  andre  Betrachtiing,  wahrscheinlich  die  einfachste,  und  durch 
die  man  zugleich  die  Grösse  des  Krümmungsradius ,  seine  Richtung 
und  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  findet;  ist  folgende : 

Man  denke  sich  drei  Punkte  im  Räume  A,B,C,  siehe  Fig.  A, 
deren  Coordinaten  resp.  sind  x  y  z,  .r,  y,  z^,  x.^  y-i  z.,.  Man  lege  durch 
sie  eine  Ebene  und  vervollständige  das  Parallelogramm,  dessen  vierte 
Ecke  B'  die  Coordinaten  .r.,  y.^  Zg  habe.  Alsdann  sind  die  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  /  einerseits  (weil  Af  =  fC) : 

■*— ti?^    y  ~^  '^2    ~^^;  ^"^^  andrerseits  (weil  Bf=fB') 

^•i  4-  x%    j/i  +  v%    ^1  +  ^3 . 

2  2  2       ' 

es  müssen  folglich  die  Gleichungen  bestehen 

Demnach  ist  die  Länge  der  Linie  B  B'  durch  die  Gleichung  gegeben 


BB"^  =  x._^—x^   +  y.—y^   +  Zg— Zj    =  x— 2a;,  +  x.,    -}-  y-2y^  +  y, 

oder  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 

BB'^  =  (z/2a;)2  +  {Jhjy  +  (z/2z)2. 

Andrerseits  ist  aber,  wenn  man  den  Winkel  j5^^'  mit  w  bezeiclmet: 
BB'^  =  AB'^  -\-  AB'-  — 2.  AB.  AB'  cos  w 
oder  =  {AB'—ABy  +  AB.  AB.  (2  sin  '^'  ■ 


(J'x)^  +  (Ahj)^  +  {d'-zf  —  (AB-  ABf 


Daraus  folgt 

(^^^"1)'-  AB-. AB -• 

Will  man  diese  Entwickelung  benutzen,  um  den  Krümmungs- 
radius zu  finden,  so  hat  man  die  Punkte  A,  B ,  C  ids,  unendlich  nahe 
Punkte  einer  Curve  zu  bestimmen.  Dadurch  wird  ^B AB'  oder  w 
gleich  dem  Contingenzwinkel,  denn  dieser  ward  von  BC  und  der 
Verlängerung  von  AB  gebildet.    Bedeutet  ferner  e  eine  im  Vergleich 

JoAC'HiMSTHAt,  Anwendung  d.  DiffeiL-utialrechn.  2 
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zu  AB  unendlich  kleine  Grösse ,  so  wird  AB'  =  BC  =  AB  -f-  £  oder 
wenn  AD  zu  ds  wird,  so  wird  AB'.  AB  =  eis  {ds  -\-  s)  oder 

AB'.  AB  =  ds^  und  AB'  —  AB  =  ds  -\-  s  —  ds  =  e  =  d^s; 

man  erliält  also,    da  ausserdem   r=    -  ist: 

'  w 

ds.Vds^ 


denn  2  sin  -   geht  in  tv  über.      Nimmt   man   noch   s  als   unabhängige 
Veränderliche  an ,  so  wird  wiederum  ;-  =  .,,  „        „   .    ..  • 

§  16. 

Will  man  nun  noch  die  Richtung  von  r  haben,  so  nehme  man 
AB  =^  BC ,  siehe  Fig.  5,  oder  s  als  unabhängige  Veränderliche:  dann 
ist  die  Richtung  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ABC.  Nennen  wir 
ferner  die  Länge  des  Krümmungsradius  wieder  r ,  und.  die  Coordinaten 
des  Krümmungsmittelpunktes  a,  ß,  y^  so  finden  wir  für  diese  die 
Proportionen 

a  —  x^  ^    ^  ^  P  — j/i  ^  y  —  Z\  ^ 
x^  —  xi       BB'       2/3  —  1/1       Zz—^i 
und  hieraus 

r  («3  —  ic,)  r.  z^'ic 


a-^Xi  = 


BB'  y{J\x)^-^{d^y)^-^{J'zf 

Es  ist  aber 

(As)^ 


Vi^'^xf  +  (z/*2/)*  +  ^A^sY  ' 
folglich  wenn  wir  diesen  Werth  in  die  letzte  Gleichung  einsetzen  und 
zu  den  Grenzen  übergehen: 

a  —  0^1  >=  x".  r^;  und  ebenso  ß  —  y\=  v' •  ^'^7  7  —  ^1  =  ^" •  ^''- 


§  17. 
Endlich   wollen   wir   noch   folgende   Ableitung   anführen:    Es    ist 

zunächst  für   die  ebenen  Curven  r  =  — ,  oder  da  w  unendlich   klein 

10 ' 

ist  r  =  -. —  =  -.r^ — -. — .     Nun  ist  aber  ds"^.  sin  iv   der  doppelte  Inhalt 

eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  siehe  Fig.  6,  dessen  Schenkel  ds 
und  dessen  Aussenwinkel  an  der  Spitze  w  ist.  Diesen  Inhalt  findet 
man  andrerseits  auf  folgende  Weise: 

Den    doppelten    Flächeninhalt    eines     beliebigen    schiefwinkligen 
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Dreiecks  findet  man,  wenn  ein  Scheitel  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  ist  und  die  andern  beiden  die  Coordinaten  x^  y,  und  x^  y-, 
haben:  +  (a;,  y.,  —  //,  x.,) ,  siehe  Fig.  7a;  also  wenn  kein  Scheitel  des 
Dreiecks  im  Anfangspunkt  liegt,  siehe  Fig.  7b,  sondern  die  Coordina- 
ten der  Scheitel  resp.  x  y  x^  y,  und  a;.,  y.^  sind  : 

+  {x^—x\y.^—y  —  x.^—x\y^  —  y') 
oder 
+  {{/ix.  (z/VH-2z/?/)  — (z/lr  +  2z/a;)^?/}  oder+  {z/.r.  A'-y  -  ziy.^-'x) . 

Sind    die  Seiten  unendlich    klein,    und  besonders    die  beiden,  welche 
einen  Winkel  {%  —  tu)  bilden,  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  einer 
höhern  Ordnung  verschieden,  so  wird  der  doppelte  Inhalt 
ds^.  sin  w  =  dx.  d'^y  —  dy.  d'^x. 

Es  ist  somit  für  ebene  Curven 

.  _  f?s^ (dx-^  +  chf)^ 

dx.d^y — dy.  d^x        dx.  d^y — dy.  d^x  ' 

worin  x  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Grösse  t  angesehen  werden 
Dies  giebt  sofort  eine  neue  Ableitung  für  den  Krümmungsradius 
im  Räume;  nur  hat  man  hier  ds"^  zu  dividiren  durch  den  doppelten 
Inhalt  des  Dreiecks  im  Räume.  Den  findet  man,  wenn  man  das 
Dreieck  auf  die  drei  Coordinatenebenen  projicirt,  und  die  Quadrate 
der  Projectionen  addirt: 

{dx  ä'y  —  dy  d'-xf  +  {dy  d^z  —  dz  dhjY  -f  {dz  d'-x  —  dx  d^-z^ , 
oder  wie  sich  eine  solche  Summe   dreier  Quadrate  schreiben  lässt : 
{dx"'  +  rfy2  -f-  dz')  (rflr2  +  dY  +  rf-^')  —  {dx  d\x  -f  dy  dhj  +  dzd'^zY 
oder  ds^  {dKr"^  +  dY  +  d'^z'^)  —  {ds  d'^sy. 

Demnach  ist 

ds^  {d-'x^  H-  dhf  +  d-^z^)  -  ds^  rfv  "'"''  y^d-'^r  +  {d'yf  +  {(Pz)'-  {(1%^'' 

und  wenn  man  ä  als  unabhängige  Veränderliche  annimmt: 

1 


§  18. 

Wir  holen  hier  noch  die  Bedeutung  einiger  Formeln  nach,  die 
wir  früher  gehabt  haben. 

Sieht  man  in  der  Gleichung  (2)  des  §  11.  die  Coordinaten  a  ß  y 
als  laufende  an,  so  bedeutet  diese  Gleichung  die  Normalebene  im 
Punkte  X  y  z j  wie  aus  der  Gleichung  dieser  Ebene  in  §  7.  hervor- 
geht.     Da   nun   cc  ß  y   die  Coordinaten   des  Krümmungsmittelpunktes 

2* 
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siuJ,    so     folgt     hieraus:     der    Krümmungsmittelpunkt     liegt 
immer  in  der  betreffenden  Normalebene  der  Curve. 

Es  ist  evident,  dass  er  nicht  nur  in  dieser  Normalebene,  sondern 
auch  in  der  des  folgenden  Elementes  (und  ausserdem  in  der  Oscu- 
lationsebene)  liegen  muss.  Die  beiden  Normalebenen  schneiden  sich 
in  einer  Geraden,  die  normal  steht  auf  der  Osculationsebene,  und 
ausser  andern  Namen  auch  den  der  Krümmungsaxe  (axe  de  cour- 
bure)  führt.  Man  findet  ihre  Gleichungen  durch  folgende  Betrachtung: 
Die  eine  Normalebene  entspricht  einem  gewissen  Werthe  t,  die  zweite 
einem  Werthe  /  -f-  h.  Man  hat  folglich  zur  Bestimmung  der  Krüm- 
mungsaxe die  Gleichungen  dieser  beiden  Normalebenen,  oder  auch 
statt  der  zweiten  die  Differenz  beider,  durch  das  verschwindende  h 
dividirt;  d.  h.  die  Gleichung  (2)  und  ihre  Differentialgleichung  nach 
t  oder  die  Gleichung  (3)  desselben  §  11.  Die  Bedeutung  der 
beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  §  11.,  zusammengenommen, 
ist  also:  die  Krümmungsaxe  für  den  Punkt  xtjz. 


§  19. 

Wenn  wir  auch  die  Ausdrücke  zur  Bestimmung  des  Krümmungs- 
mittelpunktes bei  Curven  doppelter  Krümmung  ganz  analog  denen 
bei  ebenen  Curven  hergeleitet  haben,  so  besteht  doch  zwischen  den 
Eigenschaften  der  Krümmungsmittelpunkte  bei  diesen  Arten  von 
Curven  ein  wesentlicher  Unterschied.  ♦ 

Ist  nämlich  C  irgend  eine,  ebene  oder  doppelt  gekrümmte,  ge- 
gebene Curve,  dann  bilden  die  Krümmungsmittelpunkte,  die  zu  dieser 
Curve  gehören,  einen  stetigen  Zug,  eine  zweite  Curve  C^.  In  der 
Ebene  findet  nun  die  merkwürdige  Relation  statt,  dass  jede 
Tangente  von  C^,  siehe  Fig.  8,  Normale  im  entsprechenden 
Punkte  von  Cist:  dies  ist  von  selbst  klar.  Sind  nämlich  ab,  bc,  cd,  de 
vier  auf  einander  folgende  Elemente  der  Curve  C,  und  ma,  nß,  py,  qö 
die  zugehörigen  Normalen  (die  man  sich  in  den  Mitten  jener  vier 
als  geradlinig  angesehenen  Elemente  errichtet  zu  denken  hat),  so 
sind  die  Durchschnittspunkte  je  zweier  aufeinanderfolgenden  Nor- 
malen, nämlich  a ,  ß ,  y  Punkte  der  zugehörigen  Curve  C^,  denn  sie 
sind  die  Krümmungsmittelpunkte  für  jene  Elemente  von  C.  Mithin 
sind  aß,  ßy  Elemente  von  C\,  und  diese  geraden  Linien  geben  zu- 
gleich die  Richtungen  der  zugehörigen  Tangenten  von  C,  an.  Es  ist 
also  ß;/3  Tangente  vonfj,  zugleich  ist  es  aber  der  Construction  nach 
Normale  an  C.  Und  so  die  übrigen.  (Statt  der  geradlinigen  Ele- 
mente ab,  bc ,  cd,  de  u.  s.  w.  kann  man  sich,  für  unser  Capitel  noch 
angemessener,   Kreisbögen   denken;   d.  h.   man   kann  jede   Curve   in 


—    21     — 

der  Ebene  C  ansehen  als  zusammengesetzt  aus  einer  unendlichen  An- 
zahl unendlich  kleiner  Kreisbögen ^  die  alle  zu  andern  lladicn  und 
andern  Mittelpunkten  gehören,  und  diese  Centren  sind  keine  andern 
Punkte  als  die  Punkte  der  Linie  Cj,  welche  man  bekanntlich  die 
Abgewickelte  oder  Evolute  der  Curve  C  nennt.) 

Im  Räume  fehlen  gewisse  von  diesen  Eigenschaften.  Sind  ab, 
bc ,  cdj  de,  siehe  Fig.  9,  aufeinanderfolgende  Elemente  einer  Curve 
doppelter  Krümmung,  liegen  also  von  ihnen  nur  je  zwei  anstossende 
in  einer  Ebene,  so  lege  man,  um  den  Krümmungsmittcipunkt  für 
den  Kreis,  der  durch  a ,  b,  c  geht,  zu  finden,  durch  diese  drei  Punkte 
eine  Ebene,  und  errichte  in  ihr  auf  den  Ijinien  ah  und  hc  in  ihren 
Mitten  die  Normalen,  deren  Schnittpunkt  a  der  gesuchte  Punkt  ist. 
Ebenso  findet  man  ß  als  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Kreis,  der 
durch  b,  c,  d  geht,  und  y  für  den  Kreis,  der  durch  c,  d,  e  geht 
etc.  na,  welches  den  Mittelpunkt  a  enthält,  liegt  also  in  der 
Ebene  a  h  c,  dagegen  nß  mit  dem  zweiten  Mittelpunkte  ß  in  einer 
wesentlich  andern  Ebene  h  c  d\  und  zwar  ist  der  Neigungswinkel  anß 
der  der  beiden  Ebenen  abc  und  hcd,  denn  nct  und  nß  sind  in  einem 
Punkte  n  des  gemeinschaftlichen  Durchschnitts  bc  beider  Ebenen  in 
beiden  Ebenen  normal  errichtet.  Die  Ebene  der  beiden  Normalen  n  a 
und  11  ß  ist  zugleich  die  zum  Element  Z^c  gehörige  NormalebenC;  denn 
sie  enthält  zwei,  folglich  alle  Normalen  von  bc.  Die  Linie  aß  liegt 
also  zwar  in  der  Norraalebene  von  bc,  trifft  aber  dieses  Element 
nicht,  a  und  ß  sind  aber  zwei  Punkte  von  C^ :  und  es  folgt  daher, 
dass  beiCurven  doppelter  Krümmung  eine  Tangente  an  C^ 
iiicht  Normale  an  C  ist,  denn  sie  trifft  diese  Curve  nicht. 


§.  20. 

Zusatz.  Der  analytische  Beweis  dieser  Behauptung  ist 
länger  und  erfordert  viel  Rechnung.  Ist  xijz  ein  gegebener  Punkt 
der  Curve  C  und  abc  der  entsprechende  Krümmungsmittelpunkt, 
dann  bestehen  die  drei  Gleichungen 

a  =  X  -{-  r^.  x"  b  =  y  -^  r'.  y"  c  =■  z  -\-  r'.  z". 

ds'i&i  das  Bogenelement  der  Curve  C.  Hat  man  nun  xyz  und  folg- 
lich auch  ;-  als  Functionen  von  s  gegeben ,  so  sind  auch  a  b  c  hier- 
durch als  Functionen  von  s  aufgefasst.  Bezeichnet  man  folglich  die 
laufenden  Coordinaten  der  Tangente  an  C^  mit  l  y]  l,  so  sind  ihre 
Gleichungen  (nach  §  5.) 

^  —  a  71  —  b t,  —  c 

da  db  de 

ds  ds  ds 
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Setzt   man  nun    in    diesei'   Doppelgleichnng   für  ^  i;  ^   die   Coordinaten 
xy z  des  Punktes  der  Curve  C  ein,  so  wird  die  resultirende  Gleichung 

da  ab  de 

ds  ds  ds  ' 

Anmerkung.  Obgleich  also  im  Räume  die  Curve  C^  nicht  die 
Evolute  C  ist,  so  existiren  dennoch  auch  für  solche  Curven  Evoluten; 
man  kann  aus  der  Curve  C  andre  Curven  Cj  finden,  durch  deren 
Abwickelung  (7  entsteht;  ja  es  hat  sogar  jede  Curve  (auch  die  ebene) 
unzählig  viele  Evoluten,  nur  ist  für  die  Curven  von  doppelter 
Krümmung  die  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  nicht  unter  diesen 
Evoluten  enthalten.  Diese  Entwickelung  hängt  indes  von  einem 
Punkte  aus  der  Theorie  der  sogenannten  abwickelbaren  Flächen  ab, 
zu  denen  wir  erst  später  kommen. 

4.  Zweite  Krümmung. 

§  21. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  zweiten  Krümmung. 

Erklärung.  Unter  erster  Krümmung  einer  doppelt  ge- 
krümmten Curve  versteht  man  den  reciproken  Werth  des  Krümmungs- 
radius oder  den  Bruch  -  oder  -j-,  d.  h.   das  Verhältnis   des  Winkels 

r  ds ' 

zweier   unendlich   nahen   Tangenten   zum   zugehörigen   Bogeneleraent. 

Demzufolge  wird  man  als  zweite  Krümmung  einer  solchen  Curve 

ansehen   das   Verhältnis    des  Winkels   zweier  unendlich  nahen  Oscu- 

lationsebenen  zum   zugehörigen   Bogenelement ;    dieses   Verhältnis    er- 

giebt   die   Abweichung  der    Osculationsebenen    der   Curve   von   einer 

und   derselben   Ebene.     Zur  Bestimmung  dieser  zweiten  Krümmung 

gehen  wir  von  der  Gleichung  der  Osculationsebene  aus. 

Diese  ist 

(y  z"—z  ij")  (I— .r)  -I-  {z  x'—x  z")  (t^  —  y)  4-  {x  y"—y  x")  {l—z)  =  0, 

wo   die    Accente   Differentiirung    nach    s    bezeichnen.      Daraus    geht 

hervor,  dass  eine  Linie,  die  auf  dieser  Ebene  normal  steht,  mit  den 

drei  Axen  Winkel  «j  ß^  y^  bildet,  für  die  wir  die  Gleichungen  haben 

ii'  z" — z'  y" 

cos  «1  =  ^, ,    „ -^  ,      — =, 

Viy  z  —z  y'  )^-{-{z  X  —x  z  f  +  (a;  2/  —yzf 

oder  da  der  Radicand  im  Nenner 

=  (.^'2  +  y'2  +  z'2) (a:"2  +  y"2-|-z"2)  -  {x x' -f  y  y"  +  z'z'J 

d.  i.  =  a"2-|-y"2-(-z"2  ist: 

y  z"  —  z' y" 

cos  «1  =  1/  ■>.,   I     »,    I    ~^ 
'         Vx^-\-y^-\-z'- 
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oder  der  Kürze  halber: 

cos  K^  =  r{7/' z"  —  ^y"),  cos  ß^=r{z'x"  —  x'z"),  cos  yi  =  r(x  ij"  —  !/'x"). 
Die  benaclibai'te  Osculationsebene  ergiebt  eine  zweite  Normale, 
für  welche  cos  «j  cos  /3j  cos  y^  ähnlich  gebildete  Werthe  liaben,  die 
dem  folgenden  Punkte  der  Curve  entsprechen.  Nun  ist  der  Winkel 
zwischen  den  beiden  Osculationsebenen  gleich  dem  Winkel  zwischen 
den  beiden  Normalen,  d.  h.  (nach  §.  14.)  gleich 


y{d.  cos  aj'  +  {d.  cos  ßi)'^  -\-  {d.  cos  y,)^ 
Das  Mass   der  zweiten  Krümmung  ist  folglich  dieser  Winkel   W  di- 

vidirt  durch  ds,  also  -,-  • 
'  ds 

Nun  ist  ^ '  ^^  "^  =  r{ijz"'—zy"')—r\y'z"~zy") {x"x"'-\-y"y"'-{-z"z") 

"X    r/      "9     t        "9     I         '/*>\     f     r     fff  r     ftf\  f     f     '^  f     'f\    /      "      fff      i  ff     fff     i         ff     ftf\  ^ 

=  r^  \{x  2-l-j/  2-I--  -)  (yz  —zy    )  —  {yz  —zy  ){x  x    -{-y  y   -{-z  z   )}  . 


Bezeichnen  wir  nun  die  Determinante 


«X*       iX/       «A- 

z    z'  z 


mit  z/,  was  wir 


auch  so  schreiben  können 

x".  {yz"—zy")  -}-  //"'.  {z'x"—xz")  +  z" .  {xy"—yx")  =  z/, 
so  wird 

(cos  cc^y  =  r^  }x"  ix'y'z"  —  x' z  y" — x" y  z"  ■\-  x" z'y"\ 

—  z/  -{-  x'y'z" — xxj"'z" 

+  y"  {y'y"z"'—y"y"'z—ijtj"z"  +  z'y'y"^ 

y{y"z"'  —  y"z") 

z    {z  z   y—zzy—yz  z    -j-zz  y  | 

z  {y  z    —fy   ) 

=  r^  ^  — x"  z/  -f-  x  x"  {y"  z"  —  z'  y") 

+       r    ri  /    ff    fff  fff    ff\     I        f    ff  f     fr    fff  ff    fff\  1 

yy  {y  z  —y  z  )-\-zz  {y  z  —zy   )} 

=  ;-3  {  —  x"^  -\-  {x'x"  +  tj  y"  -{-  z'z:')  {if  z!"  —  y"z") }  , 

o" 

also 

(coso:|)'=  —  r\f"z/;  ebenso  (cos^,)'  =  — r'^y" /l  und  (cos;^i)'  =  —  r^z"^. 

Es  wird  also  die  zweite  Krümmung  =  j/r*''zi'^  ix"^-{-y"^-\-z"'^)  == 
Yr^A^,   oder,   wenn   wir   sie   mit  ^   bezeichnen,    und   statt   r   seinen 

Werth  zurücksetzen:  ^  =  ->^— j — nx-, — 77.;  • 
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§  22. 

Lehrsatz    1.     Verschwindet    die    erste    Krümmung,    so 
ist  die  Curve  eine  Gerade. 

Die    erste    Krümmung   —  =  j/x"^  -\-  y'"^  -f~  ^'"^   kann  nur   dadurch 

gleich  Null  werden,  dass  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

a;"  =  0  y"=-0   z"  =  0. 

Diese  kann  man  sofort  integriren:  x  =6'  y'  =  c,  z  =  Cj,  wobei  die 
sonst  willkürlichen  Constanten  c  c^  c.^  nur  der  Gleichung 

unterworfen  sind.  Die  letzten  drei  Gleichungen  integrirt  geben 
wiederum  x  =  es  -\-  d  y  =  c\s  -\-  d^  z  =  c^s  -}-  d.^^   oder  in  folgender 

Form  geschrieben  - — -  =  ^^ — ^  =  ^^^^^.  Dies  sind  aber  die  Gleichun- 
gen einer  Geraden. 

Lehrsatz  2.  Verschwindet  die  zweite  Krümmung,  so 
ist  die  Curve  eine  ebene. 

-^  =  0  giebt  noth wendig  z/  =  0.     Da   wir  nun  gefunden  haben : 

{r.  {ij  z"—z'i/")y  ^  —  r^x"  ^ 
so  muss    r.(ij' z"  —  z  y")  =  c  und  ebenso  r.{z'x'  —  xz")=c^ 
und  r.{x'y" — yx")  =  c.^  sein. 

Multiplicirt  man   diese   Gleichungen   der  Reihe  nach  mit  x  y  z 
und  addirt,  so  Avird  die  linke  Seite 
r.  Ix'y'z"  —  x  y" z'  ~\- x" y' z' —  X  y' z"  -\- x  y" z' — x"y'z'\  oder  Null, 

und  wir  erhalten  folgende  Gleichung  0  =  ex'  -f-  e^y'  -f-  ^'2-' ;  wnd  daraus 
folgt  wiederum  ex  -j-  e,  y  -|-  6^2-^  =  ^3-  Dies  ist  aber  die  Gleichung 
einer   Ebene.     Sämmtliche   Punkte   der   durch   die   Gleichung   ^-  =  0 

definirten  Curve  genügen  also  der  Gleichung  einer  Ebene,  oder  mit 
andern  Worten  :  Sämmtliche  Punkte  der  Curve  liegen  in  einer  Ebene, 
die  Curve  ist  eben. 

5.  Schmiegungskugel. 

§  23. 

Erklärung.  Eine  Kugel,  die  durch  einen  Punkt  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  und  drei  diesem  Punkte  unendlich  nahe  Punkte 
hindurchgeht,  heisst  die  Schmiegungskugel  jenes  Punktes. 
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Aufgabe.  Die  Schmicgung-skugel  eines  Punktes,  d.  h. 
ihren  Radius  und  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes, 
zu  bestimmen. 

Bezeichnen  ^r]  ^  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  und  q  den 
ßadius  der  Kugel,  so  ergeben  sich  nach  §  0.  zur  Bestimmung  dieser 
vier  Grössen  folgende  vier  Gleichungen: 

(I  - x)x"  +  {r]- y)i,"  +  {X-z)z'  =  1 

und  (I— .vK'  +  (^— yy  +  a— ^K"  =  0, 

wobei  in  Beziehung  auf  die  Differentialquotienten  s  als  unabhängige 
Variable  gilt.     Setzen  wir  der  Kürze  halber 

zij"  —  y'z"  =  a     xz"  —  z'x"  =  b     y'x" — x'ij"  ==  c , 
so  ergeben  die  zweite  und  vierte  dieser  Gleichungen: 

l—  x:  ri—y:  t,  —  z  =  a:b:c 
oder  §  —  x  =  fi.a,    rj  —  y^=^.b,    t, — z=^(i.c, 

wo  ft  ein  Factor  ist,    der  aus  der  dritten  Gleichung   bestimmt    wird: 
^  (//.  x"  -}-  b.  y"  -(-  c.  z")  =  ] ,  oder ,  da 

z"  z"  z 


a  x'  -\-  b. y"  -\-  c. z" 
Danach  wird      |  —  x  == 


=  z/(§21.)  ist:  i^=~-- 


v—y 


^   ^— 


Jetzt  findet  man  aus  der  ersten  Gleichung  p-  =  —         "^ —  • 
Es  ist  aber 

a'--{-b'--{-c'  =  (x'2  +  y'2  +  /2)  (x"^-^y"''^-\-z"'-')  -(x'x'" -\-yy"' -\- z'z'y. 

Wir  haben  nun  die  Gleichungen:  a; --{-?/'- -|- z'*  =  1 ,  und  daraus 
folgend  x'x"-{-y't/"-\-z'z"  =  0  und  x'x"'-\-i/'y"'-\-z'z"'=^ — (^x"^-\-y"--{-z"'). 
Folglich  wird  «2  _^  Z/-  +  c'-  =  x"^-  +  y'"-  +  c'"-  —  {x'"^  +  y"^  -\-  z""-)"-. 
Setzen  wir  also  statt  a,  b,  c  ihre  Werthe  zurück,  und  für 
«- -f- &- -[- c-  den  eben  gefundenen,  so  erhalten  wir  als  Lösung  der 
Aufgabe: 

}.  z  if"  —  y'z"  xz"  —  z'x"      c.  y'x"  —  x'tl" 

Bemerkung.  Es  bleibt  uns  von  der  Theorie  der  Curven  im 
Räume  im  Allgemeinen  und  insbesondere  der  Curven  doppelter  Krüm- 
mung zwar  noch  manches  übrig.  Dies  können  wir  jedoch  erst  ab- 
handeln, wenn  wir  von  der  Theorie  der  Flächen  gesprochen  haben, 
wozu  wir  jetzt  übergehen. 
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Zweiter  Abschnitt:   Flächen  und  Curven  auf  den  Flächen. 

1.  Analytischer  Ausdruck  der  Flächen. 

§  24. 

Auch  hier  beschäftigen  wir  uns  zunächst  mit  der  Festsetzung 
des  analytischen  Ausdrucks  für  die  Flächen,  das  weiter  ausführend, 
was  wir  bereits  in  §  4.  angedeutet  haben.  Es  giebt  im  Wesent- 
lichen drei  verschiedene  Weisen  eine  Fläche  analytisch  dar- 
zustellen. 

Man  giebt  entweder  eine  Coordinate  als  Function  der  beiden 
andern:  z  =  q)  {x,  y).  Oder  man  giebt  zweitens  überhaupt  «ur 
eine  Gleichung  zwischen  xyz  in  dieser  Form:  F (x,  i/,z)  =  0;  dies 
zweite  ist  das  gewöhnlichere,  und  es  ist  passend,  alle  Formeln  so 
einzurichten,  dass  auf  diese  Form  der  Gleichung  der  Fläche  Rück- 
sicht genommen  wird.  Die  erste  Darstellungsart  ist  zwar  ebenso  all- 
gemein, setzt  aber  voraus,  dass  man  z  aus  der  zweiten  Gleichung 
explicite  dargestellt  habe,  was  einmal  nicht  immer  möglich  ist  und 
zweitens  eine  nur  selten  vorkommende  Art  wie  sich  die  Gleichung 
einer  Fläche  aus  einer  mathematischen  Aufgabe  ergiebt.  Die  dritte 
Form  endlich,  die  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist,  ist  folgende: 
Man  denkt  sich  x  y  z  als  Functionen  zweier  neuer  Variabein 

Mit  dieser  letzten  Form  des  Ausdrucks  hängen  die  beiden  ersten 
auf  eine  leicht  kenntliche  Weise  zusammen.  Eliminirt  man  nämlich 
aus  den  drei  Gleichungen  der  letzten  Form  die  beiden  Variabein  p 
und  q,  so  erhält  man  die  zweite;  und  die  erste  ist  selbst  nur  ein 
specieller  Fall  der  dritten,  denn  man  kann  sie  in  folgende  Gestalt 
bringen:    x=p   y  ==  q   z  ==  (p{p,  q). 

Ein  Beispiel  zu  der  dritten  Art  der  Darstellung  bietet  die 
Kugel,  siehe  Fig.  10,  in  der  wir  den  Aequator  als  Ebene  der  xtj 
und  dessen  Axe  als  zAxe  annehmen,  und  zwar  möge  die  positive 
.^Axe  durch  den  Null -Meridian  gehen.  Denken  wir  uns  alsdann 
jeden  Punkt  auf  der  Kugel  bestimmt  durch  seine  geographische  Länge 
p  und  seine  geographische  Breite  q,  so  ist  bekanntlich,  wenn  wir 
durch  den  fraglichen  Punkt  C  und  die  z  Axe  einen  grössten  Kreis 
gelegt  denken,  das  Stück  dieses  Meridians  von  C  bis  zum  Aequa- 
tor =  q  und  das  Stück  des  Aequators  von  da  bis  zum  Null-Meridian 
=  p.  Wir  haben  also  in  diesem  Falle  sphärische  Coordinaten  p  und 
q.    Construirt  man  sich  die  orthogonalen,  so  ist  offenbar  z  =  a  sin  q, 
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wenn  a  der  Kugclradiiis  ist,  und  da  die  Projection  des  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Kugeh'adius  auf  die  Ebene  der  xy ,  nämlich  a.  cosq, 
mit  der  a;Axe  den  Winkel  p  bildet,  so  ist  zweitens  x  =  a  cos  q.  cos  p 
und  drittens  ij  =  a  cos  q.  sin  p.  —  Für  die  unabhängigen  Variabein 
p  und  q  besteht  hier  blos  die  Bedingung,  dass  die  geographische 
Länge  p  von  O''  bis  360"  alle  Werthe  durchlaufen  kann,  während  die 
geographische  Breite  q  nur  die  Werthe  von  —  90"  (durch  0")  bis 
-{-  90"  annehmen  kann,  indem  man  die  südliche  Breite  negativ 
rechnet:  durch  diese  Bestimmung  bezweckt  man,  dass  alle  Punkte 
der  Kugel  in  den  Gleichungen  enthalten  seien,  und  zwar  alle  nur 
eindeutig. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  aus  dieser  Form  der  Gleichung  der 
Kugel  die  zweite  erhalten  kann:  Quadrirt  und  addirt  man  die 
Gleichungen,  die  für  die  drei  orthogonalen  Coordinaten  xyz  be" 
stehen,  so  werden  p  und  q  eliminirt,  und  man  erhält  die  bekannte 
Gleichung  der  Kugel:   x^  -f-  y"^  -j-  ^^  =  ^"• 

Hätte  man  die  Gleichung  eines  dreiaxigen  Ellipsoids 

in  der  dritten  Form  darzustellen,  so  könnte  man  z.  B.  setzen 
X  ==  a  cos  p  cos  q    y  =  h  sin  p  cos  q     z  =  c  sin  q. 


§  25. 

Die  dritte  Form  des  analytischen  Ausdrucks  der  Fläche  hat  eine 
sehr  einfache  geometrische  Bedeutung.  Betrachtet  man  nämlich  die 
Fläche  gegeben  durch  das  System  der  drei  Gleichungen 

so  findet  man  für  jedes  Werthepaar,  welches  man  den  unabhängigen 
Veränderlichen  p  und  q  beilegt,  und  wenn  man  xyz  nach  ihren 
Gleichungen  berechnet,  einen  bestimmten  Punkt  der  Fläche.  Legt 
man  aber  dem  p  einen  numerischen  Werth  bei  und  lässt  ihn  für 
alle  Werthe,  die  man  q  giebt,  constant,  so  wird  dadurch  das  System 
der  gegebenen  drei  Gleichungen  in  ein  System  dreier  Gleichungen 
verwandelt,  die  nicht  mehr  zwei  Unabhängige  enthalten,  sondern 
eine:  ein  solches  System  ist  aber  (§  3.)  der  analytische  Ausdruck 
einer  Curve  im  Baume,  welche  überdies  notliAvendig  auf  der  Fläche 
liegt.  Die  Gleichung  /?  =  c,  zu  den  obigen  drei  hinzugefügt,  drückt 
also  eine  gewisse  Curve  auf  der  Fläche  aus.  Lässt  man  aber  p  eine 
sogenannte  variable  Constante,  einen  Parameter  sein,  so  bekommt 
man  für  jeden  Werth  desselben  eine  solche  Curve  auf  der  Fläche, 
der  Inbegriff  aller  Werthe  von  p  bedingt  also  ein  System  von  Curven, 
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von  denen  eine  jede  ganz  auf  der  Fläche  liegt,  und  welche  die  ganze 
Fläche  überziehen. 

Legt  man  ebenso  dem  q  einen  constanten  Werth  bei,  dass  also 
nur  p  variabel  bleibt,  so  bekommt  man  ebenfalls  eine  Curve  auf  der 
Fläche,  und  lässt  man  q  Parameter  sein,  so  ergiebt  der  Inbegriff 
aller  Werthe  desselben  alle  Curven,  welche  dieser  ersten  analog  sind. 

Hieraus  schliessen  wir:  die  dritte,  d.  h.  diejenige  Dar- 
stellungsart einer  Fläche,  nach  welcher  man  ihre  Coor- 
dinaten  als  Functionen  zweier  neuen  unabhängigen  Va- 
riabein bestimmt,  besteht  darin,  dass  man  sich  die  ganze 
Fläche  durch  zwei  Systeme  von  Curven  überzogen  denkt. 
Das  eine  System  entspricht  der  Gleichung  p  =  c ,  das 
andere  System  von  Curven  entspricht  der  Gleichung /7  =  Cj. 
Jeder  Punkt  der  Fläche  wird  alsdann  betrachtet  als  ge- 
geben als  Durch  Schnittspunkt  einer  Curve  des  einen 
Systems  und  einer  Curve  des  andern  Systems. 

Wenden  wir  dies  auf  das  oben  gewählte  Beispiel  der  Kugel  an, 
so  finden  wir  zunächst,  dass  alle  Punkte,  für  welche  j^  einen  con- 
stanten Werth  hat,  auf  demselben  Meridian  liegen,  oder  dass  die 
Gleichung  p  =  c  auf  der  Kugel  einen  Meridian  ausdrückt.  Ebenso 
sieht  man,  dass  die  Gleichung  q  =  c^  einen  Parallelkreis  bedeutet. 
Will  man  also  nach  der  oben  gewählten  Methode  einen  Punkt  der 
Kugel  angeben,  so  giebt  man  sein  p  und  sein  q,  und  damit  resp, 
seinen  Meridian  und  seinen  Parallelkreis.  Als  den  Durchschnitt 
dieser  beiden  für  jeden  Punkt  (unter  der  Bedingung  der  in  §  24. 
angegebenen  Einschränkung  für  p  und  q)  bestimmten  Kreise  sieht 
man  den  Punkt  an;  d.  h.  man  betrachtet  ihn  als  Durchschnitt  zweier 
Curven,  von  welchen  die  eine  zu  dem  Systeme  gehört,  dessen  Glei- 
chung ist  /j  =  constans,  und  die  andere  zu  dem  Systeme,  dessen 
Gleichung  ist  q  =  constans. 

§  26. 

Anmerkung.  Etwas  Aehnliches  ist  schon  die  Coordinaten- 
Methode  in  der  Ebene.  Mit  dem  Ausdrucke:  Einführung  recht- 
winkliger Coordinaten  will  man  bezeichnen,  dass  man  sich  die  ganze 
Ebene  mit  zwei  auf  einander  normalen  Systemen  paralleler  Linien 
überzogen  denkt,  und  jeden  Punkt  als.  Durchschnitt  einer  Geraden 
des  einen  Systems  in  eine  des  andern  Systems  giebt.  Aehnlich  ist 
es  bei  schiefwinkligen  und  Polarcoordinaten,  nur  dass  bei  den  erstem 
die  beiden  Systeme  gerader  Linien  unter  irgend  einem  schiefen  Winkel 
gegen  einander  geneigt  sind,  und  bei  den  andern  nur  das  eine  System 
geradlinig,    nämlich    ein    ebenes   Strahlenbüschel   mit   dem   Anfangs- 
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punkt  der  Polarcoordinaten  als  Mittelpunkt,  das  andere  dagegen  eine 
Schaar  concentrischer  Kreise  ist. 

Ja  selbst  die  erste  analytische  Art ,  eine  Fläche  darzustellen,  hat 
ganz  die  analoge  Bedeutung,  was  schon  daraus  hervorgeht,  dass  sie 
nur  ein  specieller  Fall  der  dritten  ist.  Schreibt  man  nämlich  die 
Gleichung  z  =  fp{x,y)  so:  x=p  tj  =  q  ^  =  (p  {p,  q)  ,  so  giebt  die 
erste  Gleichung  x=p  eine  ebene  Curve  parallel  der  Ebene  der  y z, 
und  alle  diejenigen  Punkte,  für  welche  y  =  q  ist,  liegen  in  einer 
ebenen  Curve,  die  parallel  der  a:z  Ebene  ist.  Die  erste  Darstel- 
lungsart der  Flächen  bedeutet  also,  dass  man  sich  die 
Fläche  überzieht  mit  solchen  ebenen  Curven,  die  ent- 
weder der  a:2:Ebene  oder  der  yzEbene  parallel  sind,  und 
die  Punkte  der  Fläche  giebt  als  Durchschnitte  je  zweier 
Curven  dieser  Systeme. 

§  27. 

Lehrsatz.  Jede  Gleichung  zwischen  den  beiden  unab- 
hängigen Variabein  p  und  q  der  drei  Gleichungen  einer 
Fläche  giebt  eine  Curve  auf  der  Fläche. 

Denn  fügt  man  zu  den  drei  Gleichungen 

x  =  fi{p,q)    y=f-i  {p,  q)    ^  =  A  {p,  q) 

noch  eine  Gleichung  &  {p,  q)  =  0,  so  kann  man  offenbar  mittelst  der- 
selben eine  der  beiden  Unabhängigen  p  oder  q  aus  den  ersten  drei 
eliminiren,  so  dass  drei  Gleichungen  übrig  bleiben,  welche  nur  eine 
Unabhängige  enthalten,  und  dies  ist  der  analytische  Ausdruck  einer 
Curve  im  Räume,  und  zwar  einer  Curve,  die  auf  der  gegebenen 
Fläche  liegt,  weil  alle  ihre  Punkte  den  Gleichungen  der  Fläche 
genügen. 

Bei  dem  Beispiel  der  Schraubenlinie  hatten  wir  etwas  Aehnliches, 
indem  wir  sie  definirten  als  auf  der  Schraubenfläche  liegend,  (§  4.) 
Für  unser  letztes  Beispiel  der  Kugel  ergiebt  sich,  dass  man  eine 
Curve  auf  derselben  offenbar  am  einfachsten  darsteilen  wird,  indem 
man  ein  Mittel  angiebt,  um  aus  der  geographischen  Länge  eines 
Punktes  dieser  Curve  die  geographische  Breite  und  umgekehrt  zu 
finden.  \\\  diesem  Beispiele  bezeichnet  also  jede  Gleichung  zwischen 
p  und   q   eine   sphärische  Curve. 


—     30    — 

A.  Die  Gleichung  der  Fläche  sei  gegeben 
in  der  Form  (2)  oder  (1)  (§  24). 

2.  Untersucliung  der  Flächen  mittelst  sclineidender  Ebenen. 

§  28. 

Nachdem  wir  uns  klar  gemacht  haben ,  wie  wir  eine  Fläche  in 
Gleichung  setzen  müssen,  gehen  wir  über  zur  Untersuchung  der 
Flächen,  und  zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Fläche  zu- 
nächst gegeben  durch  die  Form  F{x,  y,  z)  =  0,  weil  es  so  am  ein- 
fachsten ist. 

Ein  Hauptmittel,  um  die  Gestalt  einer  Fläche  kennen  zu  lernen, 
besteht  darin,  dass  man  ebene  Schnitte  legt,  und  diese  untersucht. 
Von  allen  diesen  ebenen  Schnitten  sind  diejenigen  am  leichtesten  zu 
discutiren  und  zu  berechnen,  welche  in  den  drei  Coordinatenebenen 
liegen.  Will  man  nämlich  den  Schnitt  einer  Fläche  mit  der  xy  Ebene 
untersuchen,  so  hat  man  nur  in  der  Gleichung  der  Fläche  z  =  0  zu 
setzen:  dadurch  erhält  man  unmittelbar  die  Curve,  in  welcher  die 
Fläche  die  xy  Ebene  schneidet;  und  ebenso  ist  es  mit  den  beiden 
andern  Coordinatenebenen.  Hat  man  dagegen  nicht  gerade  den 
Schnitt  einer  Coordinatenebene,  sondern  irgend  einer  andern  Ebene 
zu  discutiren,  so  wird  es  am  einfachsten  sein,  diese  andere  Ebene 
zur  Coordinatenebene  zu  machen.  Dies  hat  zwar  mitunter  einige 
Rechnungs  -  Längen  aber  keine  Rechnungs- Schwierigkeiten. 

Von  vornherein  wollen  wir  annehmen,  dass  die  schneidende 
Ebene  durch  den  Anfangspunkt  geht.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so 
hat  man  nur  die  alten  Coordinaten,  jede  um  eine  constante  Grösse 
zu  vermindern  und  zwar  um  die  entsprechende  Coordinate  des  neuen 
Anfangspunktes  bezogen  auf  die  alten  Axen.  Wir  haben  jetzt  also 
folgende  Aufgabe  zu  lösen:  Den  Durchschnitt  einer  gege- 
benen Fläche  F {x,ij,  z)  =  0  und  einer  Ebene  zu  bestimmen, 
die  durch  den  Anfangspunkt  geht.  Und  zu  dem  Zwecke  ver- 
legen wir  die  Coordinatenaxen,  so  zwar,  dass  sie  unter  einander 
dieselben  rechten  Winkel  bilden  wie  wir  sie  für  das  ursprüngliche 
System  annehmen,  dass  aber  jede  Axe  des  neuen  Systems  mit  der 
ihr  im  alten  Systeme  entsprechenden  einen  gegebenen  Winkel  macht. 

Die  alten  Coordinaten  seien  x  y  z.  Wir  wählen  zunächst  den- 
jenigen Quadranten  der  .xy  Ebene  zum  positiven,  siehe  Fig.  IIa,  in 
welchen  der  Durchschnitt  der  schneidenden  Ebene  (die  durch  den- 
selben Anfangspunkt  geht)  mit  der  xy  Ebene  zum  Theil  hineinfällt. 
Der  Winkel  beider  Ebenen  sei  i,  der  Winkel,  den  der  angeführte 
Durchschnitt   mit   der  alten   y  Axe  macht,   gleich  h.     Lassen  wir  zu- 
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nächst  die  c  Axe  und  folglich  auch  die  .ry  Ebene  unverändert,  siehe 
Fig.  IIb,  und  drehen  in  dieser  nur  das  Axenkreuz  der  y  und  x  in  der 
Richtung  von  y  nach  x  um  den  Winkel  h,  so  sind  die  Coordinaten  des 
alten  Systems  durch  die  Coordinaten  des  jetzt  entstandenen,  die  wir 
resp.  mit  x  y'  z  bezeichnen  wollen,  in  folgenden  Gleichungen  gegeben: 
X  ==  y  sin  h  -j-  x  cos  h    y  =  y  cos  h — x  sin  li     z  =  z. 

Jetzt  lassen  wir  die  y'Axe  unverändert,  und  drehen  nur  in  der 
a:z  Ebene  in  der  Richtung  von  der  a;'Axe  nach  der  ;rAxe  das  Axen- 
kreuz der  X  und  z  um  einen  Winkel  i:  alsdann  ist  die  neue  Ebene 
der  X  und  y  die  gegebene  schneidende  Ebene,  Die  Coordinaten  des 
durch  die  erste  Drehung  entstandenen  Systems  sind  nun  durch  die 
Coordinaten  x"  y  z    des  jetzt  entstandenen  so  gegeben: 

x'  ==  x"  cos  i  —  z  sin  i    y'=y'     z  =  x"  sin  /  -\-  z  cos  i. 

Man  hat  folglich  endlich  die  Coordinaten  des  ersten  Systems  ge- 
geben durch  die  des  letzten: 

a:=?/'sinÄ-|--^'"cos/  cos/i —  r'sin?cos/i    ?/=y'cosÄ — a;"cos2sin/«-}-z'sin?sinÄ 

z  =  x"  sin  i  -j-  z'  cos  /. 
Setzt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  der  Fläche 
(nachdem  man  diese  nöthigenfalls  so  bestimmt  hat,  dass  die  schnei- 
dende Ebene  dui'ch  den  Anfangspunkt  geht)  ein,  und  dann  z'  =  0, 
so  erhält  man  die  Gleichung  der  Schnittcurve  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten y' ,  x".  Wir  können  also  sagen:  die  gegebene  Ebene  schneidet 
aus  der  Fläche  F  {x,  y,  z)  =^  0  die  Curve 
F  ^Y sin  h  -\-  X  cos  i  cos  h ,   V cos  h  —  Tcos  i  sin  h ,  X  sin  i\  =  0  aus. 

§29. 

In  vielen  Fällen  jedoch  und  namentlich  wenn  man  die  Eigen- 
schaften der  Coefficienten ,  welche  in  den  allgemeinen  Formeln  für 
die  Transformation  der  Coordinaten  im  Räume  vorkommen,  ent- 
wickelt hat,  ist  es  einfacher  und  symmetrischer,  sich  dieser  Winkel 
i  und  h  gar  nicht  zu  bedienen,  sondern  unmittelbar  die  allgemeinen 
Transformationsformeln  anzuwenden. 

Bleibt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  depeibe,  so  hat  man 
zur  Transformation  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  in  ein 
anderes  folgende  Formeln: 

x  =  X.  cos  {x,  x)-{-y.  cos  (x',  y)  -|-  ^.  cos  (x',  z)  j 

y'=x.cos(y  ,x')-^y. cos  (;y,y)-{-z. cos  {y,z)] 

z  =  X.  cos  {z',x)  -\-  y.  cos  [z',  y)  -)-  z.  cos  (z',  z) , 

welche  wir  abgekürzt  so  schreiben  wollen:  • 

x=ax-Jrßy-{-yz;   y  =  a'x  -f  ß'y  -\-  y'z\    z  =  a"x  -f-  (i"y  +  y"z. 
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Zwischen  den  neuen  Transformationscoefficienten  bestehen  nun 
viele  Beziehungen,  da  sie  sich  auf  di'ei  Grössen  säniratlich  zurück- 
führen lassen.  Es  ist  zunächst  die  Entfernung  eines  Punktes  vom  An- 
fangspunkte im  alten  Systeme  x^  -\-  y'^  -\-  z-,  im  neuen  x"^  -j-  ij"^  +  2'^, 
und  da  Punkt  und  Anfangspunkt  unverändert  bleiben,  so  müssen 
diese  beiden  Entfernungen  einander  gleich ,  d.  h.  X'  -j~  y~  +  -'  = 
X'  -\-  y"^  +  z"^  sein.  Dies  ist  aber  unter  allen  Umständen  nur  mög- 
lich durch  folgende  sechs  Gleichungen: 

(1 )   «■-'  4_  f/2  _{_  «"2  _  1        (2)  /52  +  P  +  ß"-^  =  1        (3)   72  +  y'2  _|_  y"2  _  1 

{^)ßy-Tß'r'-\-ß"r"=0     (ß))ya-^y'u'-{-fa"=0     {6)aß-j-aß'-\-a"ß"=0. 

Von  diesen'  sechs  Gleichungen  ausgehend  kann  man  eine  grosse 
Anzahl  andrer  Relationen  finden.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  die 
Gleichungen  (1)  (6)  (5).  Diese  kann  man  in  einem  gewissen  Sinne 
zu  linearen  machen   in  Bezug  auf  a  aa",   wenn  man  sie  so  schreibt: 

aa-\-a'a -\-a"a'=l     ßa-{-ß'a' ~\- ß"a"  =  0     ya-\-y'ci' -\- y"a"  =  0. 

Dann  kann  man  hieraus  nach  Art  der  Gleichungen  ersten  Grades 
u  ß'  y'  zwar  nicht  finden  aber  doch  darstellen :  Multiplicirt  man  näm- 
lich die  drei  Gleichungen  resp.  mit  ß'y" — y'ß"  y'a"  —  ay"  aß' — ß'a" 
und  addirt  sie,  so  erhält  man 

I«  fß'y'  —  y'ß'}  +  ß'  iß'y  —  ßy"}  ~\~  ^"{y  ß  —  ß'y\\^  oder  a 

oder  a.  /l  =  ß'y"  —  y'ß" >  Ganz  ebenso  findet  man  aus  denselben 
Gleichungen  durch  Multiplication  mit  entsprechend  geänderten  Fac- 
toren  ähnliche  Ausdrücke  für  a'z/  und  a' /J ,  denn  die  Grösse  z/ 
ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Accente  cyklisch  fortrücken  lässt. 
Da  diese  Grösse  sich  auch  nicht  ändert,  wenn  man  die  Buchstaben 
aßy  cyklisch  fortrückt,  so  findet  man  analoge  Ausdrücke  für  ß/i, 
ß' A^  ß" A  aus  den  Gleichungen  (2)  (6)  (4)  und  endlich  für  y/1,  y'zl,  y'zJ 
aus  den  Gleichungen  (3)  (5)  (4).  ]\Ian  hat  also,  wenn  man  die  letzten 
neun  Gleichungen  zusammenstellt,  folgende  Beziehungen: 

(  l)a.Z]  =  ß'y"-y'ß",  (  %)  a.'zl^f  y  —  y"ß,  (  'J)  a." ^  =  ßy' —  yß' ; 
{lQ)ß.Zl=r^y'a"—ay" ,  {U)  ß':J=y"a  —  a"y ,  {12)  ß" .J=^ya  -  ay  ; 
\li^)y.^  =  aß"  —  ß'a",  (U)  y.zJ  =  a"ß  —  ß"a,  (15)  y".^=aß' —  ßa. 

Hieraus  kann  man  wiederum  noch  andere  Gleichungen  ableiten. 
Wenn  man  die  Gleichungen  (7)  (10)  (13)  der  Reihe  nach  mit  aßy 
multiplicirt  und  addirt,  so  erhält  man  zJ  («^  -f-  /3-  -f-  7')  =  z/  d  er, 
da,  wie  gleich  gezeigt  werden  soll,  z/  wesentlich  von  Null  ver- 
schieden ist: 

(16)  «-  -f  /32  -f-  y2  _,  1  ^^i^f^  ebenso  (17)  a'  +  ß"-  -^  y""-  ^  1 


a  a  a" 

ß  ß'  ß" 

7  y  y" 
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und  (18)  a"^  +  ß'"^  +  y"2  =  1 , 

entsprechend  den  Gleichungen  (1)  bis  (3). 

Wenn  man  aber  (9)  (12)  (15)  mit  a  ß'  y  multipHcirt  und  addirt, 
so  erhält  man  {aa"  -\-  ß'ß"  -f-  //')  z/  =  0,  oder: 

(19)  aV  +  /3'j8"4-/7"  =  0  und  ebenso  (20)  a"a-}-ß"ß-{-y"y  =  0 
und  [2\)aa'-\-ßß'-\-yy'  =  0, 

entsprechend  den  Gleichungen  (4)  bis  (6).  Alle  diese  Gleichungen 
von  der  siebenten  an  sind  also  aus  den  6  ersten,  die  wir  vermittelst 
der  Geometrie  gefunden  haben ,  durch  Rechnung  hervorgegangen ,  ob- 
gleich wir  auch  sie  mit  Hilfe  geometrischer  Betrachtungen  hätten 
finden  können.  Andere  Gleichungen,  die  man  durch  beliebige  an- 
dere Combinationen  der  bereits  aufgestellten  herleiten  könnte,  lassen 
wir  unerwähnt. 

§  30. 

Was  nun  die  Grösse  ^  betrifft,  so  lässt  sie  sich  leicht  be- 
stimmen. Wenn  man  nämlich  die  Gleichungen  (7)  (8)  (9)  des  vorigen 
Paragraphen  quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man: 

(«2  +  «'2  ^  «"2)  ^2  _  ^ßY  _  y'ßy  _^  ^ßy  _  y'ßy  ^  ^ßy  _  ^ß'yz 
oder 

und    hieraus    (22) z/  =  +  l.      Hiernach    können    wir    auch    die 

Gleichungen  (7)  bis  (15),  wenn  wir  die  obern  Zeichen  zusammen  und 
die  untern  Zeichen  zusammen  gelten  lassen,  mit  Anwendung  partieller 
Differentialquotienten  so  schreiben: 

—  da'    —  da  '    —  da     ^ 

_j_/3_^^     _L/?'__2^     _4_/?"_^^. 

Es  lässt  sich  aber  auch  bestimmen ,  in  welchem  Falle  //  =  -[-  1 
und  in  welchem  es  =  —  1  ist.  Zu  dem  Ende  schicken  wir  folgende 
Betrachtung  voraus: 

Denken  wir  uns  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  so  kann, 
wenn  einmal  die  ocy  Ebene  auch  in  Beziehung  auf  das  Vorzeichen 
ihrer  Coordinaten  bestimmt  ist,  die  positive  zAxe  selbstverständlich 
nur  zwei  verschiedene  Lagen  haben:  entweder  oberhalb  oder  unter- 
halb dieser  Coordinatenebene.  Bestimmen  wir  nun  den  Cyklus  der 
Aufeinanderfolge  der  Axen  so,  dass  auf  die  a:  Axe  die  der  y  und  auf 
diese  die  der  z  folgt,  welche  also  wiederum  die  der  x  hinter  sich 
hat,  so  ergiebt  sich  leicht  Folgendes : 
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Stellen  wir  uns  bei  der  ersten  Lage  der  z  Axe  (oberhalb  der 
a-y  Ebene)  in  diea;Axe  so,  dass  unsre  Füsse  auf  der  yz  Ebene  stehen 
und  der  Kopf  in  der  a;  Axe  liegt,  siehe  Fig.  ]2a,  so  erfolgt  die 
Drehung  von  der  y-  zur  z  Axe  von  links  nach  rechts.  Stellen  wir 
uns  jetzt  ebenso  in  die  yAxe,  und  sehen  die  Drehung  von  der  z- 
nach  der  x  Axe,  so  erfolgt  diese  in  derselben  Richtung,  und  ebenso 
verhält  sich  zu  uns  die  Drehung  von  der  x-  nach  der  ?/ Axe,  wenn 
wir  in  der  z  Axe  stehen.  In  diesem  ersten  Systeme  geht  also  die 
angegebene  Drehung  von  einer  Axe  zur  folgenden,  wenn  man  sich 
in  die  dritte  Axe  gestellt  denkt,  überall  von  links  nach  rechts.  — 
Im  zweiten  System  dagegen  ist,  wenn  sonst  sich  nichts  ändert  als 
eben  nur  die  Lage  der  zAxe,  siehe  Fig.  12b,  die  Drehung  überall 
umgekehrt,  nämlich  von  rechts  nach  links. 

Wir  wollen  hiernach  zwei  Coordinatensystcme  gleich  stimmig 
nennen,  wenn  bei  gleicher  Aufeinanderfolge  der  Axen  die  Drehung 
entweder  in  beiden  von  links  nach  rechts  oder  in  beiden  von  rechts 
nach  links  geschieht.  Dagegen  nennen  wir  zwei  Coordinatensystcme 
ungleichstimmig,  wenn  die  Drehungsrichtung  in  dem'  einen  Sy- 
steme die  entgegengesetzte  der  andern  ist.  —  Hiernach  beweisen  wir 
folgenden 

.  Lehrsatz:  Wenn  das  neue  Coordinaten  system  mit  dem 
gegebenen  gleichstimmig  ist,  so  ist  /l  = -\-  \\  wenn  sie 
nicht  gleich  stimm  ig  sind,  so  ist  A  =  —  1. 

Beweis:  Sind  die  beiden  Systeme  Aviederum  xy  z  und  x'y'  z, 
immer  mit  demselben  Anfangspunkt,  aber  sonst  ganz  beliebig  gegen 
einander  liegend ,  so  wollen  wir  uns  das  erste  fest  denken  und  das 
zweite  um  den  festen  Anfangspunkt  drehen.  Dann  sind  offenbar  die 
9  Transformationscoefficienten  bei  jeder  neuen  Lage  des  neuen  Sy- 
stems andere  als  bei  jeder  andern  Lage,  und  zwar  so,  dass  sie  sich 
für  zwei  einander  unendlich  nahe  Lagen  des  neuen  Systems  nur  um 
unendlich  wenig  von  einander  unterscheiden.  Daraus  folgt,  dass 
auch  der  Werth  des  Zl  in  zwei  unendlich  nahen  Lagen  sich  nur  un- 
endlich wenig  ändern  wird.  Der  Werth  des  z/  ist  nun  entweder 
-j-  1  oder  —  1 ;  er  kann  aber  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen 
nur  unendlich  wenig  sich  verändern,  aber  nicht  von  -\-  1  zu  —  1 
oder  umgekehrt  springen;  daraus  folgt  mit  Nothwendigkeit:  er  muss 
für  beide  Lagen  constant  sein.  War  er  in  der  ersten  Lage  -f-  1,  so 
muss  er  auch  in  jeder  zweiten  Lage  -f-  1  sein,  und  war  er  zuerst 
—  1,  so  ist  er  immer  —  1.  Bei  der  ganzen  Bewegung  des  zweiten 
Systems  bleibt  also  der  Werth  des  A  unverändert.  Man  kann  nun 
durch  continuirliche  Verrückung  das  zweite  System  in  eine  solche 
Lage  bringen,  dass  die  positive  a;' Axe  mit  der  positiven  .t  Axe  zu- 
sammenfällt, und  die  positive   y'Axe   mit   der  positiven  y  Axe.     Die 
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positive  e' Axe  kann  alsdann  zwei  verschiedene  Lagen  annehmen: 
sie  kann  mit  der  positiven  ^  Axe  zusammen-  oder  zu  ihr  in  ent- 
gegengesetzte Richtung  fallen.  —  Fallen  erstens  die  beiden  posi- 
tiven Halbaxen  der  z  und  z  zusammen,  oder  mit  andern  Worten: 
sind  die  beiden  Systeme  gleichstimmig,  so  sind  für  diese  specielle 
Lage  die  Transformationsformeln  d,er  Coordinaten  folgende: 


folglich 


X  =  X   y  =  y 


a=l  /3  =  0  y=0  a'  =  0  /3'=1  /  =  0  «"  =  0  /3"  =  0  y"  =  l. 

Daraus  folgt  aber  ^  =  -{-  1 ,  und  da  durch  irgendwelche  Bewegung 
des  zweiten  Systems  der  Wei'th  von  z/  sich  gar  nicht  ändert,  so  ist 
auch  der  ursprüngliche  Werth  des  A ,  d.  h.  der  bei  der  ursprüng- 
lichen Lage  des  zweiten  Systems,  -{-  1  gewesen.  —  Nehmen  wir 
aber  zweitens  an,  dass  bei  dem  Zusammenfallen  des  x  mit  x,  des 
y  mit  y  die  z  Axen  in  entgegengesetzter  Richtung  wären ,  d.  h.  dass 
wir  mit  zwei  ungleichstimmigen  Systemen  zu  thun  hätten,  so  würden 
wir  bekommen  x  ==^  x  y  =y  z  =  — z ,  und  dann  würde  der  Werth  des 
A  —  1  sein,  denn  von  den  Transformationscoefficienten  sind  alle  Null 
ausser  a  welches  =  1 ,  /3'  welches  =  1 ,  y"  welches  diesmal  =  —  1 
ist.  In  diesem  zweiten  Falle  ist  folglich  auch  bei  der  ursprünglichen 
Lage  der  beiden  Systeme  /i  =  —  \. 

Anmerkung.  Handelt  es  sich  nicht  um  zwei  gegebene  Coor- 
dinatensysteme,  sondern  hat  man  bei  einer  Untersuchung  die  Wahl 
der  Transformation,  so  kann  und  wird  man  immer  annehmen,  dass 
das  neue  System  mit  dem  alten  gleichstimmig  ist.  Sonst  kann  man 
je  zwei  ungleichstimmige  Systeme  in  gleichstimmige  verwandeln,  in- 
dem man  die  eine  Axe,  etwa  die  2  Axe  in  entgegengesetzter  Richtung 
nimmt. 


§  31. 

Nach  dieser  Digression  gehen  wir  über  zur  Angabe  eines  Bei- 
spiels, wie  man  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Coordinatentransformation 
die  Durchschnitte  von  Ebenen  und  krummen  Flächen  findet.  Wir 
behandeln  die  Aufgabe:  Kann  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  einer  Fläche  zweiten  Grades  einen  Kreisschnitt 
legen?  Wir  stellen  zu  dem  Ende  die  Gleichung  der  Fläche  zweiten 
Grades  so  auf,  dass  der  betrachtete  Punkt  Anfangspunkt  wird.  Ana- 
lytisch stellt  sich  dies  dadurch  dar,  dass  das  constante  Glied  fehlt. 
Da  man  ferner  jedesmal  die  Coordinatenaxe  so  legen  kann,  dass  in 
der  Gleichung  der  Fläche  die  Pi'oducte  je  zweier  verschiedener  Co- 
ordinaten fehlen ,  so  können  wir  als  allgemeinste  Gleichung  der  Fläche 
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zweiten  Grades,  bei  der  der  Anfangspunkt  der  gegebene  Punkt  ist, 
folgende  aufstellen: 

^a;2  -j-  By'^  +  Cz''  +  2Dx  +  2Ey  +  2Fz  =  0. 
Führt   man   nun   ein   neues    Coordinatensystem    ein    und   zwar   durch 
folgende  Transformationen: 

x=^ax' -\-^y' -\-yz'  y=ax' -\-ß'y'-\-y'z'  z  =  a"x' -^ß"y'-\-y"z' , 
so  haben  wir  nach  gemachter  Substitution  in  die  in  diesem  Systeme 
ausgedrückte  Gleichung  der  Fläche  die  Bedingung  einzuführen,  dass 
die  Fläche  von  einer  der  neuen  Coordinatenebenen,  z.  B.  von  der 
der  xy  geschnitten  werde,  d.  h,  wir  haben  nach  (oder  also  auch 
vor)  der  Substitution  z'  =  0  zu  setzen.  Kehren  wir  alsdann  wieder 
zu  dem  alten  Coordinatensystem  zurück,  so  haben  wir  darin  die 
Gleichung  z'  =  0  auszudrücken:  dies  geschieht  aber  sehr  leicht,  in- 
dem wir  die  Transformationsgleichungen  resp.  mit  y  y'  y"  multipliciren 
und  die  Producte  addiren ;  es  ist  nämlich  wegen  der  Formeln  (5)  (6) 
(3)  yx  -\-  y'y  -\-  y"z  =  z' ,  also  ist  die  Gleichung  der  x'y'  Ebene  im 
alten  System  folgende  yx  -f-  y'y  -j-  y"z  =  0.  Machen  wir  nun  obige 
Substitution  in  die  gegebene  Gleichung,  so  erhalten  wir: 

.t'2  {  Ja'- -f  Ba"^  +  C«"2 j.  +  2xy  {Aaß  +  Baß'  +  Ca"ß"j 
-\-y''^{Aß^-{-Bß''^-\-Cß'''^)+2x'{I)tt-{-Ea'-{-Fa''j-\-2y'[Dß-{-Eß'-{-Fß''}=0. 

Diese  Gleichung  giebt  also  den  Durchschnitt  der  Ebene 

yx  -\-  y'y  -\-  y"z  =  0 

mit  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades.  Damit  die  dadurch  aus- 
gedrückte Curve  ein  Kreis  sei,  muss  zunächst  der  Coefficient  des 
zweiten  Gliedes  Null  sein,  und  ferner  die  Coefficienten,  welche  die 
Quadrate  der  Coordinaten  multipliciren,  einander  gleich.  Nennen  wir 
daher  den  Werth  dieser  beiden  letztem  Coefficienten  f,  so  haben  wir 
folgende  drei  Gleichungen: 

(1)  Aaß-j-Baß'-\-Ca"ß"=0     (2)  Aa'--\- Ba^-\-Ca"^=f 
(3)  Aß'^-i-Bß"^-\-Cß'"-=/: 

Bis  hieher  ist  die  Untersuchung  ganz  allgemein.  Wir  wollen 
aber  von  jetzt  an  den  Fall  ausschliessen,  dass  von  den  drei  Coeffi- 
cienten ABC  irgend  zwei  einander  gleich  sind.  Dann  ist  nämlich 
die  Fläche  eine  Umdrehungsfläche,  und  bei  diesen  sind  alle  Schnitte 
normal  zur  Axe,  und  nur  diese  Kreise.  Den  Fall  jedoch,  dass  eine 
der  drei  Grössen  ABC  Null  ist,  d.  h.  die  beiden  Paraboloide,  so- 
wie den  elliptischen  und  den  hyperbolischen  Cylinder,  schliessen  wir 
nicht  aus,  wohl  aber  den  parabolischen,  denn  bei  diesem  sind  zwei 
Coefficienten  Null,  und  wir  haben  so  eben  festgesetzt,  dass  nicht 
zwei  denselben  Werth  haben  sollen. 
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Setzen  wir  noch  über  das  (bis  jetzt  ganz  willkürlich  gelassene) 
Grössenverhältnis  der  drei  Coefficienten  A,  ß,  C  fest,  dass 

A>  B>  C, 
dass  also  die  Dififerenzen  A—B,  B—C  positiv  sind,  so  fragt  es  sich 
jetzt:  Lassen  sich  die  Gleichungen  (l)  (2)  (3)  für  irgendwelche  Co- 
efficienten A,  B,  C,  welche  nur  den  so  eben  gemachten  Bedingungen 
genügen,  lösen,  und  wie  lauten  die  daraus  hervorgehenden  Werthe 
von  yy'y'l  Denn  dass  die  Gleichungen  die  Grössen  aß  aß'  a"ß" 
und  nicht  die  gesuchten  y  y' y"  enthalten,  macht  keinen  Unterschied, 
da  wir  Relationen  genug  haben,  um  jene  auf  diese  zu  reduciren. 
Wir  formen  nun  die  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  so  um,  dass  sie  nur 
die  drei  Grössen  y  y  y"  (und  ausserdem  /")  enthalten. 

Addirt  man  die  beiden  letzten,  und  berücksichtigt  die  Gleichun- 
gen (16)  (17)  (18)  des  §  29.,  so  findet  man 

A{X~y')  +  ^(1-/')  +  ^'(1-/")  =  2/ 
oder 

Ayi  4-  By"^  -f  Cy'"^  =  A -\-  B  -\-  C  —  2f (4). 

Multiplicirt   man    die   beiden   letzten,    und   subtrahirt  von    ihrem 
Producta  das  Quadrat  der  ersten,  so  ergiebt  sich 
AB{a'^ß"^  — 2aaßß'-\- a"^ß'')-{-BC  {a'^-ß'"^  — 2a  a"ß'ß"-{-a"'- ß"') 

+  CA  {a"^ß''-  —  2aa"ßß"  -}-  a^ß"^) 
oder  AB{aß'  —  aßY-\-  BC{a'ß"  —  ß'ay-{-CA{a"ß  —  aß"Y 

oder  endlich  wegen  der  Formeln  (15)  (13)  (14)  des  §29.  (cf.  auch  §  30.): 

BCy"^  -j-  CAy"^  +  ABy'"^  =  P (5). 

Dazu  fügen  wir  noch  die  schon  bekannte  Gleichung  (3)  des  §  29.: 

j'^  +  /-  +  r"^  =  i (6). 

Um  nun  aus  diesen  Gleichungen  (4)  (5)  (6)  zunächst  y  zu  finden, 
multiplicire  man  sie  der  Reihe  nach  mit  A,  1,  — A{B-{-C).  Da- 
durch findet  man 

{A^  +  BC-A{B-\-C)}y''  =  A''-—2Af-\-P 
oder  y'^{A  —  B){A  —  C)  =  (^A—fy, 

und  analog  die  beiden  andern  Coefficienten.     Man  hat  folglich: 
{A-f)^  ,.,,  _       [B-fY  ^n.,  _        {G-fY 


'^    ~iÄ-B]{A-C)       ^     ~  {B—G){B-A)        '^  {G-A)iC-B) 

Diese    drei    Quadrate    können    natürlich    nur    positiven    Ausdrücken 
äquivalent  sein.    Nach  unsrer  obigen  Bedingung  A  ^  B  ^  C  sind  zwar 

^2  _       JA-fY         „„1     -.2  _        (G-fY 

^    ~{A-B){Ä-G)  ^        '^      ~{A-G){B-G)' 

nicht  aber 

y'2_ (B-fy 

y  {B—C)  {A-B) 
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in  dieser  Bezieliung  der  Bedingung  entsprechend.  Der  Widerspruch 
in  y"^  lässt  sich  aber  nur  dadurch  heben,  dass  man  y'  =  0  setzt  und 
dadurch  ist  endlich  auch  die  Grösse  /"  bestimmt,  so  dass  jetzt  die 
gesuchten  Coefficienten  werden: 


=  ±/M     '''  =  0     r"  =  ±j/ 


B-G 

A—C' 


Diese  Werthe,  die  wir  hier  für  die  Coefficienten  gefunden  haben, 
führen   auf  zwei   verschiedene   Ebenen,   welche  Kreisschnitte  liefern. 

Bezeichnen  wir  nämlich  für  den  Augenblick      _^   mit  m-  und       _  ,, 

mit   71^,    indem    diese   Brüche  jedenfalls   positiv   sind,   so    haben   wir 

zunächst  folgende  4  Systeme: 

y  =  -\-  711    y  =0    y"  =  -[-  ;i^    V  =^  —  ^^    y  =  0    y"  =  -|-  n, 
y  =  —  771    y'  =^  0    y'  =  —  ^h    y  ==  -\-  771    y'  =  0    y"  =  —  n. 

Setzen  wir  jedoch  diese  vier  Systeme  nach  einander  in  die  Gleichung 
der  schneidenden  Ebene,  nämlich  in  yx  -|-  y'y  -f-  y" z  =  0  ein,  so 
bekommen  wir  offenbar  nur  zwei  verschiedene  Ebenen,  nämlich  ent- 
weder moc  -{-  nz  =0  oder  77ix  —  tiz  =  0. 

Somit  haben  wir  gefunden,  dass  jede  Fläche  zweiten  Grades, 
die  keine  Umdrehungsfläche  ist,  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  durch 
jeden  ihrer  Punkte  zwei  Ebenen  legen  lassen,  welche  die  Fläche  in 
Kreisen  schneiden;  und  die  Gleichungen  dieser  schneidenden  Ebenen 
sind,  wenn  die  Gleichung  der  Fläche  die  oben  aufgestellte  Form 
hat:  j/A  —  ß.x  +  ]/B  —  C.z  =  0.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt, 
dass  beide  schneidenden  Ebenen  auf  der  xz  Ebene  normal  stehen 
oder  der  y  Axe  parallel  sind. 

Da  die  drei  Grössen  J,  B ,  C  in  Bezug  auf  die  Flächen  zweiten 
Grades  mit  einem  Mittelpunkte  die  reciproken  Werthe  der  Axen- 
quadrate  darstellen  (welche  auch  wie  bei  den  Hyperboloiden  negativ 
sein  können),  so  kann  man,  wenn  man  in  einer  solchen  Fläche 
zweiten  Grades  die  reciproken  Werthe  der  Axenquadrate  bildet 
(wobei  also  auch  imaginäre  sowie  unendlich  grosse  Axen  nicht  aus- 
geschlossen sind),  diejenige  Axe  die  mittlere  Axe  nennen,  welcher 
die  mittlere  der  drei  gebildeten  Grössen  entspricht,  und  man  kann 
alsdann  unser  Resultat  so  aussprechen: 

Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiten  Grades  gehen 
zwei  Kreisschnitte,  die  der  mittlem  Axe  parallel  sind. 


§32. 

Zusatz  1.    Ein  Fall  ist  in  dem  Vorigen  mit  eingeschlossen  oder 
nicht  eingeschlossen,  wie  man  es  nehmen  will. 
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Es  ist  der  Fall,  wo  die  Grösse  f=0,  d.  h.  da  nach  dem  Frü- 
heren f  ==  B  sein  soll,  der  Fall,  wenn  B  =  0  ist.  Alsdann  muss 
C  negativ  sein,  denn  wir  haben  vorausgesetzt  A'>  B  und  B  ^  C. 
Setzen  wir  also  A=-\-X'^  und  C  =  —  ^"^ ,  so  haben  wir  folgende 
Gleichung  der  Fläche 

X'ix'-  —  ii^z''  +  2Dx  +  2Ey  +  2Fz  ==  0, 

eine  Gleichung,  welche  ein  hyperbolisches  Parabolold  ausdrückt  oder 
einen  hyperbolischen  Cylinder:  das  Letztere  nur  in  dem  Falle,  wenn 
E  =  0  ist.  Wir  sehen  also,  dass  beim  hyperbolischen  Paraboloide 
und  beim  hyperbolischen  Cylinder  durch  jeden  Punkt  zwei  Ebenen 
gelegt  werden  können,  von  denen  eine  jede  mit  der  Fläche  nur 
eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich  hat,  und  zwar  eine  Gerade,  die 
man  als  einen  Kreis  von  unendlich  grossem  Radius  anzusehen  hat. 
Beim  hyperbolischen  Cylinder  ist  das  evident.  Da  man  nämlich 
durch  jeden  Punkt  einer  Hyperbel  zwei  Linien  legen  kann,  die  die 
Hyperbel  nur  eben  in  diesem  Punkte  treffen,  nämlich  diejenigen 
beiden  Linien,  welche  den  Asymptoten  der  Hyperbel  parallel  sind, 
so  werden  die  beiden  Ebenen,  welche  man  über  diesen  Linien  nor- 
mal zur  Ebene  der  Hyperbel  errichtet,  den  hyperbolischen  Cylinder 
nur  in  der  Seite  schneiden,  welche  normal  über  jenem  Punkt  steht. 
—  Beim  Paraboloide  ist  die  Sache  nicht  so  einfach;  aber  die  Rechnun- 
gen, die  wir  angestellt  haben,  geben  vollkommen  darüber  Bescheid. 
Es  sind  nämlich,  wie  aus  dem  vorigen  Paragraphen  klar  ist,  die 
Gleichungen  dieser  geraden  Linie: 

x{I)a-{-  Ed  +  Fa)  +  y'  (i?/3  +  E^'  +  Ff)  =  0 

und  ausserdem  die  Gleichung  des  Paraboloids  resp.  Cylinders,  wobei 
man  noch  die  Grössen  a  und  /3  danach  zu  bestimmen  hat,  dass 

y2  ^^— ^  und  /  =  0,    y'"^  =  -=—^  sind. 

Man  kann  also,  selbst  diese  beiden  Ausnahmefälle  mit  hinein- 
ziehend, allgemein  sagen:  Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiten 
Grades  gehen  zwei  Kreis  schnitte;  die  Ebenen  aller  dieser  Kreisschnitte 
liegen  in  zwei  parallelen  Systemen.  Denn  ergiebt  sicK  als  Schnitt 
eine  gerade  Linie,  so  kann  diese  hier  nicht  als  ein  System  zweier 
einander  deckenden  Geraden,  d.  h.  als  Entartung  der  Parabel,  son- 
dern muss  als  ein  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  angesehen 
werden. 

Zusatz  2.     Als   specielleres  Beispiel  wollen  wir   kürzlich  noch 

das    zweischalige    Hyperboloid   ~  —  ^  —  ^  =  1  untersuchen ,   indem 
wir  durch  den  Punkt  (§i,  ^i,  ^i)  desselben   Kreisschnitte  legen.     Wir 
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wählen  diesen  Punkt  zum  neuen  Anfangspunkt ,  d.h.  wir  substituiren 

«2       &2        c2  "f"     a^  &2  e  ' 

und   haben   dadurch    die  Gleichung   auf  die  Form   gebracht,   die  wir 
oben    in    der    allgemeinen    Entwickelung    zu    Grunde    gelegt    haben. 

Offenbar   ist  — ^  der  grösste  Coefficient,  denn  die  beiden  andern  sind 

negativ,   und  ist  &  >  c,   so  ist  —  r^- > ^,    also   entsprechen    hier- 
nach   diese    drei   Coefficienten  geradezu   den   obigen    A,  B,  C.      Die 
Gleichung                   j/A  —  B   x  +  j/B  —  C   z  =  0 
wird  also                 ex  ]/a^  -{-  h'^  +  az  ]/b'^  —  c^  =  0 
oder  in  den  ursprünglichen  Coordinaten: 

c  (l-l.)  j/^^TW±  a  i^-ti)  VW=^^  ^  0. 

Dies  sind  also  die  beiden  Ebenen,   welche   durch  den  Punkt  ^,  t^j  t,^ 
gehen  und  das  Hyperboloid  in  je  einem  Kreise  schneiden. 

3.  Tangentialebene  und  Normale. 

§  33. 

Jetzt  uns  wieder  zu  allgemeineren  Untersuchungen  wendend,  gehen 
wir  zur  Tangentialebene  über.  Es  sei  die  Gleichung  einer 
Fläche  in  der  Form  F  (x,  y,  z)  =0  gegeben.  Denken  wir  uns  auf 
dieser  Fläche  irgend  eine  Curve  gezogen,  so  können  wir  sie  ana- 
lytisch entweder  darstellen  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z, 
von  denen  die  eine  eben  selbst  F  =  0  sein  könnte,  oder,  wenn  wir 
sie  unabhängig  von  der  Fläche  betrachten  wollen,  dadurch,  dass  wir 
X  y  z  als  Functionen  von  t  ausdrücken,  so  dass  t  irgend  eine  vierte 
Grösse  bedeutet.  Legt  man  dieser  Grösse  t  andre  und  andre  Werthe 
bei,  so  bekommt  man  immer  andre  Punkte  der  Curve.  Setzt  man 
diese  Werthe  in  die  linke  Seite  der  Gleichung  F  =  0  ein ,  so  muss 
sie  identisch  Null  werden.  Denn  würde  sie  nicht  Null,  sondern 
irgend  eine  Function  /"  von  (,  so  Hessen  sich  aus  der  alsdann  be- 
stehenden Gleichung  f  {t)  =  0  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen 
für  (  ableiten  oder  es  könnte  doch  dieser  Gleichung  nicht  durch  con- 
tinuirliche  Werthe  Folge  geleistet  werden,  sondern  man  erhielte  nur 
eine  Anzahl  discreter  Werthe  von  t.  Benutzte  man  diese  wiederum 
um  die  zugehörigen  Coordinaten  x  y  z  der  Curve  zu  berechnen,  so 
ergäben  sich  somit  nur  einzelne  Punkte  der  Curve  und  keine  con- 
tinuirliche  Folge.     Die  Curve   könnte   somit  nicht  ganz  und   gar  auf 
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der  Fläche  liegen,  indem  die  Gleichungen  beider  Raumgebilde  nur 
durch  eine  bestimmte  Anzahl  von  Werthen  für  die  Coordinaten  zu- 
gleich erfüllt  würden.  —  Leichter  noch  sieht  man  dies  a  posteriori 
ein:  Man  denke  sich  eine  Fläche  F  [x,  ij,  z)  =  Q ,  und  irgend  eine, 
ganz  beliebige  Curve,  gegeben  durch  drei  Gleichungen:  x^  y,  z  als 
Functionen  einer  vierten  Grösse  t.  Will  man  die  Durchschnitts- 
punkte der  Linie  und  der  Fläche  bestimmen,  so  hat  man  die  Werthe 
der  Coordinaten  aus  der  Gleichung  der  Curve  in  die  Gleichung  der 
Fläche  einzusetzen,  und  aus  der  resultirenden  Gleichung  für  t  alle 
Werthe  dieser  Grösse  zu  bestimmen:  diese  bedingen  'die  Durch- 
schnittspunkte der  Curve  und  der  Fläche.  Soll  aber  jetzt  die  Curve 
ganz  auf  der  Fläche  liegen,  so  muss  es  kein  Mittel  geben,  um  solche 
Werthe  von  t  zu  bestimmen.  Es  ist  somit  klar,  dass  unter  den  an- 
gegebenen Voraussetzungen  die  Gleichung  der  Fläche  identisch  er- 
füllt wird,  wenn  man  in  sie  die  Werthe  der  Coordinaten  substituirt, 
welche  sie  in  den  Gleichungen  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Linie 
haben. 

Zieht  man  nun  in  einem  bestimmten  Punkte  xij  z  der  Curve, 
die  auf  der  Fläche  liegt,  die  Tangente  an  die  Curve,  so  bestehen 
für  jeden  Punkt  ^rit,  dieser  Tangente  die  beiden  Gleichungen 

I— ^  ^  ri—y  ^_  t—z  . 
dx  dy  dz 

dt  dt  dt 

Setzt  man  nun  die  Werthe  der  Coordinaten  xy  z  durch  t  ausgedrückt 
in  die  Gleichung  i^  =  0  ein,  so  ergiebt  sich,  wie  erwähnt,  die  iden- 
tische Gleichung  0  =  0;  deshalb  rauss  auch  das  Differential  dieser 
Gleichung  nach  t  ebenfalls  Null  sein,  d.  h.  man  muss  haben 

dx   dt~^  dy  dt^  dz  dt  ~~     ' 
was  wir  der  Kürze  halber  so  schreiben  wollen : 

Da    nun    die    Grössen    'ji  ^  '^  j  'j}    proportional    sind    den    Grössen 

I  —  X,  rj — y,  ^ — z,  und  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
Null  steht,  so  kann  man  statt  der  Differentialquotienten  in  sie  die 
Differenzen  einsetzen  und  erhält 

i^-x)  F'{x)  +  (rj-y)  F' (y)  -f  {^-z)  F'{z)  =  0. 

Diese  Gleichung  findet  also  statt  zwischen  einem  Punkte  xy  z 
irgend  einer  Curve,  die  auf  der  Fläche  F  =  0  liegt,  und  zwischen 
dem  Punkte  ^  rj  ^  der  Tangente  im  Punkte  xyz  der  Curve.  Es  ist 
nun  merkwürdigerweise  in  dieser   Gleichung  zwar   der  Punkt   xyz, 
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sowie  der  Punkt  ^rj^  enthalten,  aber  keine  Spur  von  der  speeiellen 
Curve,  welche  auf  der  Fläche  gezogen  worden  ist.  Zieht  man  daher 
jetzt  durch  denselben  Punkt  xt/z  nicht  eine  Curve  auf  der  Fläche, 
sondern  unzählig  viele  Curven,  und  an  alle  diese  Curven  die  Tan- 
genten im  Punkte  xijz,  so  werden  alle  Punkte  aller  dieser  Tangenten 
der  obigen  Grleichung  genügen,  und  da  man  xijz  als  Constante,  den 
Punkt  ^f]  ^  der  Tangente  irgend  einer  dieser  Curven  als  veränder- 
liche, d.  h.  ^f}^  als  laufende  Coordinaten  anzusehen  hat,  so  ist  die 
gefundene  Gleichung  die  einer  Ebene.  Wir  haben  somit  durch  diese 
Entwickelung  gefunden  und  bewiesen  den 

Lehrsatz:  Zieht  man  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  alle 
möglichen  Curven  und  alle  Tangenten  an  diese  Curven,  so  liegen 
alle  diese  Tangenten  in  einer  Ebene ;  oder,  anders  ausgedrückt:  Der 
Ort  der  Tangenten  aller  Curven,  welche  man  durch  einen 
Punkt  einer  Fläche  ziehen  kann,  ist  eine  Ebene,  und  ihre 
Gleichung  ^-x)  F\x)  +  (i;-y)  F' {y)  +  (^-z)  F\z)  =  0. 

Erklärung.  Man  nennt  diese  Ebene  die  Tangentialebene 
der  Fläche  im  Punkte  xyz. 


§34. 

Anmerkung  1.  Dies  ist  ganz  streng  festzuhalten,  dass  die 
Tangentialebene  nichts  weiter  ist  als  der  Ort  dieser  Tangenten,  und 
nicht  geradezu  diejenige  Ebene,  welche  die  Fläche  im  gegebenen 
Punkte  berührt.  Es  kommt  nämlich  eben  so  oft  vor,  dass  die  Tan- 
gentialebene, an  einem  Punkte  der  Fläche  construirt,  die  Fläche 
schneidet,  als  dass  sie  sie  nicht  schneidet,  d.  h.  denkt  man  sich 
durch  einen  Punkt  einer  Fläche  sämmtliche  Tangenten  gezogen,  so 
kann  die  Ebene,  in  welcher  alle  diese  Tangenten  liegen,  die  Fläche 
ganz  auf  der  einen,  oder  z.  Th.  auf  der  einen,  z.  Th.  auf  der  andern 
Seite  liegen  haben.  Von  der  ersten  Art  bietet  die  Kugel  in  allen 
Punkten  ein  Beispiel.  Ein  Beispiel  zu  der  zweiten  Art  findet  man 
leicht,  wenn  man  sich  einen  Bogen  ah  um  eine  Axe  rotirend  denkt, 
siehe  Fig.  13,  welcher  er  die  ei'habene  Seite  zukehrt.  Construirt 
man  in  einem  Punkte  c  der  entstehenden  Fläche  die  Tangente  an 
die  erzeugende  Curve,  und  die  Tangente  an  den  von  c  beschriebenen 
Kreis ,  so  ist  die  Ebene  dieser  beiden  Tangenten  die  Tangentialebene. 
Ein  Theil  der  erzeugten  Fläche  liegt,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
diesseits,  ein  andrer  jenseits  dieser  Ebene.    - 

Anmerkung  2.  Es  kann  übrigens  auch  leicht  vorkommen, 
dass  eine  Tangentialebene  gar  nicht  existirt.  Dies  geschieht  in  dem 
Falle,    dass    für    den    betreffenden    Punkt    der    Fläche    gleichzeitig 
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?— ,  ^.  ?r-  verschwinden.     Dann   wird   die  Gleichung   durch    jeden 

ex  '  dy  '  ds  o  j 

Werth  von  ^r]  ^  identisch  erfüllt,  drückt  also  gar  nichts  mehr  aus. 
Ein  solcher  Fall  ist  z.  B.  an  der  Spitze  des  Kegels,  wo  die  Tan- 
genten keine  Ebene  mehr  bilden. 


§  35. 

Folgerung  1.  Wenn  eine  Gerade  ganz  auf  einer  Fläche  liegt, 
so  wird  in  jedem  Punkte  dieser  Geraden  die  Tangentialebene  zu- 
gleich die  Gerade  enthalten.  Dies  ist  evident,  insofern  die  Gerade 
eine  Curve  ist,  die  ihre  eigene  Tangente  ist. 

Folgerung  2.  Wenn  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  zwei 
Geraden  gehen,  so  muss  die  Ebene,  welche  durch  beide  geht,  zu- 
gleich die  Tangentialebene  sein:  immer  vorausgesetzt,  dass  die 
Punkte,  um  welche  es  sich  hier  handelt,  nicht  solche  Ausnahms- 
punkte sind ,  in  welchen  überhaupt  gar  keine  Tangentialebene  existirt. 

Anmerkung.  Bei  diesen  geradlinigen  Flächen,  d.  h.  bei  den- 
jenigen, welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  entstanden  sind, 
gilt  entweder  für  alle  Punkte  einer  ihrer  Geraden  dieselbe  Tangen- 
tialebene (Cylinder) ,  oder  die  Tangentialebene  ändert  sich  von  Punkt 
zu  Punkt. 

Zusatz.     Wird  die  Gleichung  einer  Fläche  in  aufgelöster  Form 


dargestellt:    z—/'{x,y)  =  0,    so    ist  ^— ==  —  ^,    was  man  mit 


dx  dx'- 


■P 


zu    bezeichnen    gewohnt    ist,    so    wie  ^  =  —  J-  mit  — q\    endlich 

wird   -^   in    diesem  Falle  =  1.     Unter    dieser    Voraussetzung    wird 
also  die  Gleichung   der  Tangentialebene  folgende  Gestalt  annehmen: 

l  —  z  =  p  il  —  x)  +  q  {rj  —  y). 

Offenbar  kann  man  aus  dieser  Form  die  obige  wieder  ableiten. 
Aus  der  Gleichung  F  (x,  y,  z)  =  0  folgt  nämlich ,  wenn  man  y  als 
constant  und  z  nur  als  Function  von  x  ansieht: 

dF   ,    dFdz      .       dF    ,    BF  ^        .   ..,    ..  ,    dF    .   BF  ^ 

woraus  also  (mit  abgekürzter  Bezeichnung)  hervorgeht: 

_  _  F'(x)        _  _  F'jy) 
^  ~        F'  (0)  '  ^  ~        F'  {z)  ' 

Setzen  wir  dies  in   die  so   eben  aufgestellte  Gleichung  ein,  so  ver- 
wandelt sie  sich  in  die  ursprüngliche 

{l-x)  F'{x)  +  {ri-y)  F' {y)  +  {^-z)  F' {z)  =  0. 
Bemerkung.     Beide  Formen  der  für  die  Tangentialebenen  auf- 
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gestellten  Gleichung  sind  allgemein  richtig,  die  Coordinaten  mögen 
rechtwinklige  oder  schiefwinklige  sein.  Von  jetzt  an  wollen  wir 
jedoch  rechtwinklige  Coordinaten  annehmen,  weil  der  Fall  der  schief- 
winkligen Coordinaten  eine  Aenderung  nöthig  machen  würde,  die 
sonst  zu  nichts  weiter  führt. 

Zusatz.  Man  nennt  Normale  einer  Fläche  die  Gerade,  die 
auf  der  Tangentialebene  normal  steht.  Daraus  folgt,  dass  am  Punkte 
xyz  einer  Fläche  die  Gleichungen   der  Normale  folgende  sind: 

I— ■•«  y]  —  y  ^_  t—2 

F'{x)       F'iy)       F'{z) ' 

§  36. 

Bei  den  algebraischen  Flächen  gestattet  die  Gleichung  der 
Tangentialebene  jedesmal  eine  Reduction,  von  der  es  gut  ist,  dass 
man  sie  ein  für  allemal  kennt.  Bilden  wir  uns  zunächst  die  Gleichung 
der  Tangentialebene  für  die  Flächen  zweiten  Grades  (mit  Ausnahme 
der  Cylinderflächen),  die  in  der  Gleichung  Al'^ -\- Bif -\- C^^  =  l 
enthalten  sind,  so  finden  wir  nach  dem  Obigen 

{i-x)2Ax-\-{ri-y)2By  +  {l-z)2Cz  =  0, 

oder  da  für  den  Punkt  xyz  die  Gleichung  Ax"^  -\-  By"^  -\-  Cz"^  ==  1 
besteht:  Ax^  -f-  Byr]  -\-  Czi, —  1  =  0,  eine  der  Gleichung  der  vor- 
gelegten Fläche  sehr  conforme  Gestalt. 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  lässt  sich  bei  allen  Tangential- 
ebenen algebraischer  Flächen  machen.  Es  sei  F{x,y,z)  =  0  die 
Gleichung  einer  Fläche  des  n'^°  Grades,  in  der  alle  Nenner  und 
Wurzelgrössen,  die  die  Coordinaten  enthalten,  weggeschafft  zu  denken 
sind.  Dann  besteht  die  Gleichung  F  =  0  aus  einer  Reihe  von  Glie- 
dern, von  denen  die  höchsten  von  der  n'^^"  Dimension  sind;  auf 
diese  kommen  Glieder  von  der  n  —  l'*"  Dimension,  u.  s.  w.  Jede 
Gruppe  von  solchen  Gliedern,  wenn  wir  sie  nach  den  Dimensionen 
eintheilen,  ist  homogen,  d.  h.  in  jeder  Gruppe  ist  die  Summe  der 
Exponenten  der  Coordinaten  constant.  lieber  solche  homogene 
Functionen  existirt  nun  folgendes 

Lemma.  Wenn  Um  eine  homogene  Function  des  w'^"  Grades 
von  den  drei  Variabein  xyz  bedeutet,  so  hat  man  folgende  Gleichung: 

„    d  Um      I  d  Um       I  d  Um  _     ri 

X.  -7. h  y.   -^ — -  +  Z.  ^r—  =  m.  Um' 

8x     '    '^      dy      '  02 

Der  Beweis  ist  in  Folgendem  gegeben:  Um  wird  bestehen  aus  einer 
Summe  von  Gliedern  von  folgender  Art:  x'^.  yß.  z^,  worin  a -\-  ß  -\-  y  =^  7n 
ist.  Differentiirt  man  ein  solches  Glied  nach  x  und  multiplicirt  es 
alsdann  mit  x^  so  erhält  man  a.x"~^.y^.z''^.x  oder^a. a;*. y/*. z^.    Be- 
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handelt  man  das  Glied  ebenso  in  Bezug  auf  y  und  dann  in  Bezug 
auf  z,  so  erhält  man»resp.  ß.x".yP.zy  und  y.x^.yß.zr.  Addirt  man 
diese  drei  Ausdrücke,  so  erhält  man 

(^ß;  _j_  |3  _|_  y)  x".  y?.  zy  oder  m.  x^.  yß.  zY^ 

und  so  mit  jedem  Gliede,  woraus  U,n  besteht.  — 

Es  habe  nun  die  vorgelegte  Function  F{x,y,z)  die  Form 

SO  dass  diese  Summe  (in  welcher  ^^  eine  Constante  bedeutet)  gleich 
Null  ist;  dann  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 

(t  \  S^^»'  .1.   dUn--[       ,_dün  —  2      ,  I     g  ü'i ) 

^^     ^n-()x'^     dx     "*"     dx    "^ '^  dx) 

+(^--)f-^+ +'^1=0 

oder  nach  dem  Lemma 

^'  dx'^^'  dy  ~^^'  dz 

woraus  wir  noch   die  Glieder   der   höchsten   Dimension,   nämlich  (/„, 

mittelst  der  Gleichung  Z7„  =  —  {Un~i  +  ^«-2  + +  ^0)  eliminiren 

können,  so  dass  hiernach  endlich  die  Gleichung  der  Tangentialebene 
für  algebraische  Curven  wird : 

l  F'{x)  +  n-  F'{y)  +  l  F'{z)  +  Z7„-i+  2^„_2  +  3^/«-3 

Aus  dieser  Form  der  Gleichung  wollen  wir  zunächst  noch  einen 
Schluss  ziehen. 

Denken  wir  uns,  es  sei  ein  Punkt  ausserhalb  der  Fläche  gegeben, 
so  ist,  wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  von  ihm  aus  an  die  Fläche 
mehrere  Tangentialebenen  oder  eine  wenigstens  zu  legen,  die  unbe- 
kannte Grösse  dieser  Aufgabe  der  Berührungspunkt,  von  dem  wir 
jedoch  wissen,  dass  er  ein  Punkt  der  Fläche  ist,  und  also,  wenn 
wir  ihn  mit  xy  z  bezeichnen ,  der  gegebenen  Gleichung  F {x,  y,  z)  =  0 
genügen  muss,  so  wie,  wenn  wir  den  gegebenen  Punkt  ausserhalb 
der  Fläche  mit  ^rit,  bezeichnen,  der  Gleichung  der  Tangentialebene 
dieses  Punktes,  die  wir  hier  in  der  zuletzt  aufgestellten  Form  an- 
wenden  wollen.      Wir   haben   also   zur   Bestimmung   der    Coordinaten 


x,y,  z  zwei  Gleichungen,  vom  n'«"  resp.  n — l'®"  Grade,  und  können 
daraus  also  unzählig  viele  Werthe  für  die  Coordinaten  ableiten. 
Wenn  man  also  von  einem  Punkte  |  ?;  2;  an  eine  Fläche  des  //''"  Gra- 
des  /' =  0   Tangentialebenen    legen   soll,    so   liegen   die   Berührungs- 
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punkte  derselben  (ausser  auf  der  Fläche  F  =  0)  auf  einer  Fläche 
des  n — l'""  Grades.  Denkt  man  sich  von  dem  gegebenen  Punkte 
nach  dem  Durchschnitt  dieser  beiden  Flächen,  d.  h.  nach  der  Curve 
der  Berührungspunkte  Gerade  gezogen,  so  bilden  diese  offenbar  den 
Kegel,  welcher  in  seinen  Kanten  die  Fläche  i^  =  0  berührt,  oder 
welcher  der  Fläche  umschrieben  ist.  Man  kann  somit  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Wenn  man  von  einem  Punkte  ^rj^  einen  Berührungs- 
kegel  an  eine  Fläche  des  n*-""  Grades  legt,  so  liegt  die  Be- 
ruh rungscurve  auf  einer  Fläche  des  ti  —  l''"  Grades, 

Hiervon  ist  ein  specieller  Fall:  die  Curve,  in  welcher  der 
Berührungskegel  einer  Fläche  zweiten  Grades  dieselbe  berührt,  ist 
eine  ebene,  der  bekannteste  und  wichtigste  Satz  aus  der  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades.  Für  die  Flächen  dritten  Grades  findet 
man:  Legt  man  von  einem  Punkte  an  eine  Fläche  dritten  Grades 
einen  Berührungskegel,  so  wird  die  Berührungscurve  eine  Curve 
doppelter  Krümmung,  doch  so,  dass  sich  durch  dieselbe  jedesmal 
eine  Fläche  zweiten  Grades  legen  lässt:  sie  ist  also  der  Durchschnitt 
der  gegebenen  Fläche  und  einer  gewissen  Fläche  zweiten  Grades. 

Man  kann  jedoch  der  Gleichung  der  Tangentialebene  noch  eine 
andere  Form  geben,  in  welcher  sie  vollkommen  symmetrisch  ist. 
Die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  F{x,y,z)  =  Q  besteht  zwar 
aus  homogenen  Gruppen,  ist  selbst  aber  nicht  homogen  in  Bezug 
auf  xyz.  Wir  können  sie  aber  homogen  machen,  wenn  wir  eine 
vierte  Grösse  iv  einführen,  deren  Zahlenwerth  ein  für  allemal  1  ist, 
und  die  nur  dazu  dienen  soll,  den  einzelnen  Gruppen  gleiche  Dimen- 
sionen zu  geben,  d.  h.  die  Gleichung  der  Fläche  homogen  zu  machen, 
was  dadurch  erreicht  wird ,  wenn  wir  sie  folgendermassen  schreiben : 

ün  +  loUn-X  +  W'  ün-2  +  ^0^   Vn-%  + -f  Z^;«  (/q  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  nämlich  in  Bezug  auf  die  vier  Grössen  x,  y,  z,  lo 
homogen  und  zwar  von  der  n'*'"  Ordnung.  Bildet  man  nun  den  Dif- 
ferentialquotienten F'{w),  so  ist  dieser 

und  setzt  man  hierin  iv  =  1 ,  so  sieht  man,  dass  mit  Anwendung 
dieser  Bezeichnung  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer  alge- 
braischen Fläche  in  folgende  Gestalt  gebracht  werden  kann : 

^.  F'(x)  +  ^.  F'{y)  +  l  F'{z)  -f  CO.  F' {w)  =  0, 

wo  a  ein  Factor  ist,  dessen  Zahlenwerth  ebenfalls  1  ist,  so  wie  der 
von  tv ,  und  der  nur  der  Gleichförmigkeit  halber  hinzugesetzt  worden 
ist.  Um  also  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer 
algebraischen    Fläche    F  (.r,  y,  z)  =  0    zu  .finden,    führe  man 
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eine  Grösse  iv  ein,  welche  dazu  dient,  alle  Glieder  der  Gleichung 
i^=0  homogen  zu  machen,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche  jetzt 
wird  F {x,  y ,  z,  w)  =  0.    Dann  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 

l  F'[x)  +  ri.  F'{y)  +  t  F' {z)  +  «.  F' {w)  =  0, 

worin  man  nach  der  Aufstellung  derselben  iv  und  ü5  gleich  1  zu 
setzen  hat. 


§  37. 

Schon  oben  wurde  erwähnt,  dass  ein  wesentlicher  Unterschied 
zwischen  Tangentialebenen  einer  Fläche  vmd  Tangenten  einer  Curve 
darin  besteht,  dass  bei  der  Tangentialebene  das  Schneiden  der  Fläche 
ein  eben  so  häufig  vorkommender  Fall  ist,  wie  das  Nichtschneiden, 
während  doch  die  Tangente  einer  Curve  im  Allgemeinen  die  Curve 
auf  einer  Seite  lässt,  oder  sie  nicht  schneidet,  und  das  Schneiden 
hier  nur  in  speciellen  Fällen,  in  den  sogenannten  Wendepunkten  vor- 
kommt, deren  mögliche  Anzahl  noch  dazu  bei  den  algebraischen 
Curven  eine  endliche,  beschränkte  ist.  Ehe  wir  uns  den  analytischen 
Grund  davon  aufsuchen,  warum,  was  bei  den  Curven  Ausnahme  ist, 
bei  den  Flächen  nicht  mehr  als  Ausnahme  angesehen  werden  kann, 
lösen  wir,  um  über  dieses  Schneiden  der  Tangentialebene  eine  präcise 
Vorstellung  zu  bekommen,  folgende  specielle 

Aufgabe:  In  welchem  Falle  schneidet  die  Tangential- 
ebene einer  Fläche  zweiten  Grades  diese  Fläche?  Wir 
lassen  hierbei  die  Cylinder,  sowie  den  Kegel  bei  Seite  oder  erwähnen 
sie  nur,  wo  sie  sich  als  specieller  Fall  darbieten.  Wir  führen  auch 
die  Discussion  nur  für  die  Flächen  mit  einem  Mittelpunkt  durch, 
weil  die  Untersuchung  der  beiden  Paraboloide  dieser  ganz  analog  ist. 

Für   die   Fläche  (1) Ai^  -\-  Bri"^  -{-  C^'^  =  l   bilden   wir  also 

in  dem  speciellen  Punkte  x  y  z  die  Tangentialebene : 
(2) A^x-^  Briy-^rCtz=^l; 

dann  fragt  es  sich:  schneidet  sie  die  gegebene  Fläche-,  oder:  giebt 
es  Werthe  der  Coordinaten  (ausser  den  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes), die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  gemeinschaftlich  sind? 
Dass  der  Berührungspunkt  wirklich  beiden  Flächen  gemeinschaftlich 
ist,  sieht  man  daran,  dass  seine  Coordinaten  sowohl  die  Gleichung 
der   Fläche   als   die  der   Ebene   erfüllen,    denn   sie   machen    beide   zu 

(3) Ax'^  -f-  Biß  -j-  Cz'^  =  1,  welches  ja  die  Bedingung  ist,    dass 

der  Punkt  auf  der  gegebenen  Fläche  liegt.  Um  andere  Werthe  von 
X,  y,  z  aus  den  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  zu  finden,  bilden  wir  uns 
folgende  Combinationen  dieser  Gleichungen:  (1)  -|-  (3)  —  2.  (2)  und 
(2)  —  (3)  und  erhalten  dadurch 
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(4) A(i-xy  -\-  B{rj-yy  +  C{t-zy  =0 

und 

(5) Ax{^-x)  +  By{:q-y)  +  Cz{l-z)  =  0. 

Diese  beiden  letzten  Gleichungen  ersetzen  vollständig  die 
Gleichungen  (1)  und  (2),  d.  h.  man  kann  aus  ihnen,  natürlich  mit 
Hilfe  von  (3),  die  beiden  ersten  Gleichungen  wieder  herleiten.  Wir 
suchen  also  Werthe  von  ^r^t,,  welche  den  beiden  Gleichungen  (4) 
und  (5)  zugleich  genügen.  In  Bezug  darauf  sieht  man  auf  der 
Stelle,  dass  solche  Werthe  (ausser  den  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes) gar  nicht  existiren  können,  sobald  A,  B,  (7  alle  drei  gleiches 
Zeichen  haben,  weil  die  Gleichung  (4)  dadurch  unmöglich  würd&,  d.  h. 

Das  Ellipsoid  hat  mit  seiner  Tangentialebene  nur  den 
Punkt  |  =  x,  7j  =  y,  t,  =  z  gemein. 

Behufs  der  weitern  Untersuchung  setzen  wir  der  Einfachheit 
halber  für  den  Augenblick  die  beiden  Quotienten 

1—^  =  A  und  —^  =  a , 

mit  welcher  Bezeichnung  sich  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5) 
so  schreiben  lassen: 

(4*) AP  -f  Bfi''-\-  67  =  0  und  (5*) AxX-]- Byfi -\-Cz  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man  A  und  ^  finden.    Es  folgt 
B  {Ax"^  +  By"^}  /i2  _|.  2BCyzfi  +  C  {Ax"^  +  Cz^}  =  0, 

und   eine   ähnliche   Gleichung  für   A,     Es   handelt   sich   nun   blos  um 
die  reellen  Werthe  von  A  und  fi.     Die  Realität   der  beiden  Wurzeln 
für  fi  hängt  ab  von  dem  Zeichen  folgenden  Ausdrucks: 
{BCyzy  —  BC  {Ax"^  +  Cz^J.  ^Ax"^  +  By'^} 

oder 

—  BCAx'^^Ax^-i-  By'^  -\-  Cz"")  , 

also   von   dem   Zeichen  des   Products   —  ABC.     Ist  nämlich    dieses 

I^'oduct  =  0,  oder  ist  ABC  =  0,  so  ergeben  sich  für  ft  zwei  reelle, 

resp.  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln. 

Ist  1)  ABC  <i  0,  d.  h.  negativ,  so  muss,  da  nicht  alle  drei  Coeffi- 
cienten  A,  B,  C  gleiches  Zeichen  haben  können,  einer  der  drei  Coeffi- 
cienten  negativ,  die  beiden  andern  positiv  sein;  d.  h.  die  Fläche  ist 
ein  einflächiges  Hyperboloid.  Die  beiden  reellen  Wurzeln  des  A  seien 
A',  A",  die  des  }i  seien  ft',  fi":  dann  hat  man  die  beiden  Proportionen: 

i,  —  x:  r]~y:  ^  — z  =  A' :  (tt' :  1 ;  l  —  x:rj—y:^ — z  =  A":ft":l; 

die  Werthe  von  A  und  ^  folgen  aus  den  beiden  quadratischen  Glei- 
chungen. Die  beiden  zuletzt  gefundenen  Proportionen  drücken  aber 
zwei  gerade  Linien  aus;  wir  haben  also  den  Satz: 
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Mit  einem  einflächigen  Hyperboloid  hat  die  Tangen- 
tialebene zwei  Gerade  gemein. 

Ist  2)ABC  =  0,  was  nur  dadurch  möglich  ist,  dass  wenigstens 
eine  der  drei  Grössßn  A,B,C  =  0  ist,  so  finden  wir  ebenso:  Mit  einem 
Cylinder  hat  die  Tangentialebene  ein  System  zweier  sich 
deckenden   Geraden  gemein. 

Ist  endlich  3)  ABC^O  oder  positiv,  so  haben  A  und  ^  keine 
reellen  Werthe,  und  wir  finden:  Mit  dem  Ellipsoide  und  mit  dem 
zweiflächigen  Hyperboloide  hat  die  Tangentialebene  nur 
den  Berührungspunkt  gemein. 

Zusatz.  Mit  einem  elliptischen  Paraboloid  hat  die  Tangential- 
ebene ausser  dem  Berührungspunkt  keinen  Punkt  gemein;  dagegen 
findet  bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  wiederum  ein  Schneiden  statt. 

§  38. 

Ehe  wir  nun  zu  der  im  vorigen  Paragraphen  angedeuteten  Unter- 
suchung übergehen,  erwähnen  wir  als 

Lemma:  Ein  Ausdruck  zweiter  Ordnung  mit  einer  Variabein, 
a.ii',  hat,  wenn  a  nicht  Null  ist,  immer  dasselbe  Zeichen,  nämlich 
das  Zeichen  von  a,  welchen  realen  Werth  man  auch  dem  u  beilegen 
mag.  Ein  Ausdruck  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Variabein  jedoch, 
ait^  -{-  2h UV  -\-  cv^,  hat  nicht  immer  dasselbe  Zeichen:  es  kann 
kommen,  dass  er  entweder  stets  dasselbe  Zeichen  beibehält  und  dann 
muss  er  dasselbe  Zeichen  haben  wie  a  (denn  man  kann  y  =  0  setzen), 
oder  es  kann  vorkommen ,  dass  er  bald  positiv ,  bald  negativ  ist.  Wir 
wollen  untersuchen,  in  welchem  Falle  er  das  eine  thut,  in  welchem 
das  andre.  Die  erste  specielle  Bedingung  sei  wiederum,  dass  a 
wesentlich  von  Null  verschieden  ist.  Dann  können  wir  den  vor- 
gelegten Ausdruck  so  schreiben 

~  la?-iC-  -\-2ahuv  -\-  acv'-X  oder  —  Hau-^-hvY  ■\- {ßc — lr)v^\  > 

Zwei  Fälle  erledigen  sich  sehr  leicht.  Ist  nämlich  ac  —  IP-  >  0,  so 
hat  offenbar  der  Ausdruck  beständig  dasselbe  Zeichen  und  zwar  das 
Zeichen  von  a.  Ebenso  verhält  es  sich  auch,  wenn  ac  —  &- =  0  ist. 
Ist  dagegen  drittens  ac  —  Ir  <  0,  so  kann  der  Ausdruck  bald  positiv, 
bald  negativ  sein.  Denn  setzen  wir  in  diesem  Falle  ac  —  Iß  =  —  d'^ 
und  schreiben  au  -\-  bv  =^  zo,  dann  lässt  sich  der  Ausdruck 

in  Factoren  zerlegen  — hv -{- d.v\  iw — d.v\ ,  und  man  kann  offen- 
bar dem  lü  und  v  solche  Werthe  beilegen,  dass  das  genannte  Pro- 
duct  positiv  ist,  und  eben  dass  es  negativ  ist.    Wollen  wir  es  positiv 

JoACHiMSTHAL,   Auwcndung  d    Difforentialrschn,  4 


—    50    — 

haben,  so  brauchen  wir  nur  dem  iv  und  v  positive  Werthe  beizu- 
legen und  so  dass  f  <  -y-,  oder  wollen  wir  es  negativ  haben,  so 
brauchen  wir  ebenfalls  dem  w  und  v  nur  positive  Werthe  beizulegen  und 
so  dass  ^;>y  ist:    ja  wir  können  es  sogar   dahin  bringen,    dass  der 

Ausdruck  Null  ist.  Wenn  also  ac  —  IP-  negativ  ist,  so  behält  unser 
Ausdruck  das  Zeichen  nicht  bei,  wenn  die  Variabein  u  und  v  alle 
möglichen  realen  Werthe  durchlaufen.  —  Ist  dagegen  «  =  0,  so 
kann  ac  —  Ir  nie  >  0  sein,  imd  gleich  Null  nur  dann,  wenn  auch 
&  =  0  ist,  wodurch  wir  auf  die  Form  cv^  kommen,  welche  zu  aller- 
erst behandelt  worden  ist.  Ist  aber  endlich  h  nicht  =0,  so  kann 
man  den  Ausdruck  '2,1/ uv  -\-  cv^  oder  v  \2h\i  -\-  cv\  positiv  oder  ne- 
gativ machen  wie  man  will. 

Hierin   liegt   der   Grund    dafür,    dass   bei   den  Flächen  die  Tan- 
gentialebene eben  so  oft  schneidet  als  nicht. 


§  39. 

Nach  diesen  Erörterungen  sind  wir  nun  im  Stande,  das  Kriteri- 
um allgemein  anzugeben,  wann  die  Tangentialebene  ihre  Fläche 
schneidet,  wann  nicht.  Man  denke  sich  einen  Funkt  der  Fläche  x?/z, 
und  in  ihm  die  Tangentialebene.  Wir  fällen  die  z  Coordinate  des 
Punktes,  deren  Fusspunkt  somit  die  Coordinaten  x,  y  haben  wird. 
Ein  Funkt  der  .Ty  Ebene  in  der  Nähe  dieses  Fusspunktes  möge  die 
Coordinaten  haben  x  -\-  h,  y  -\-  k.  In  diesem  letzteren  Punkte  denke 
man  sich  eine  Gerade  normal  errichtet,  welche  sowohl  die  Fläche  als 
die  Tangentialebene  des  ersten  Punktes  trifft.  Es  können  nun  zwei 
Fälle  eintreten.  Diese  Gerade  trifft  zuerst  die  Fläche  und  dann  die 
Tangentialebene  —  oder  umgekehrt.  Verfährt  man  so  nicht  bloss 
mit  dem  Punkt  {x  -\-  h,  y  -\-  k^,  sondern  mit  allen  Punkten  der 
o:?/ Ebene,  welche  im  unmittelbaren  Umkreise  des  Fusspunktes  von 
z  liegen,  so  werden  sich  folgende  zwei  Fälle  unterscheiden  lassen: 
entweder  treffen  alle  jene  Geraden  zuerst  die  Fläche  oder  zuerst 
die  Tangentialebene  —  oder  einige  treffen  zuerst  die  Fläche,  die 
übrigen  zuerst  die  Tangentialebene.  Im  ersten  Falle  liegt  offenbar 
die  Fläche  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangentialebene  —  im 
andern  theils  auf  der  einen,  theils  auf  der  andern  Seite;  oder:  im 
ersten  Falle  schneidet  die  Tangentialebene  die  Fläche  nicht,  —  im 
zweiten  schneidet  sie  sie. 

Um  dies  analytisch  festzusetzen,  nehmen  wir  an,  dass  die  Gerade 
aus  dem  Punkte  {x  -\-  li ,  y  +  A)  normal  errichtet  die  Tangential- 
ebene in  der  Höhe  Z^ ,  die  Fläche  aber   in  der  Höhe  Z  trifft.     Lässt 
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man  nun  die  Grössen  li  und  k  sich  ändern,  wobei  sie  aber  immer 
als  sehr  kleine  vorausgesetzt  werden,  so  erhält  man  die  Punkte  im 
Umkreise  des  Fusspunktes  von  z,  und  der  oben  als  erster  bezeich- 
nete Fall  wird  sich  dadurch  bestimmen,  dass  für  alle  diese  Funkte 
Z  kleiner  ist  als  Z^,  oder  für  alle  Punkte  Z  grösser  als  Z, ,  dass 
mit  einem  Worte  für  alle  diese  Punkte  die  Differenz  Z — Z,  immer 
dasselbe  Zeichen  behält.  Im  zweiten  Falle  dagegen,  wo  die  Fläche 
von  der  Tangentialebene  geschnitten  wird ,  so  dass  sie  das  eine  Mal 
über,  das  andre  Mal  unter  derselben  ist,  ist  das  Z,  der  Tangential- 
ebene das  eine  Mal  grösser,  das  andre  Mal  kleiner  als  das  Z  der 
Fläche,  das  heisst  das  Vorzeichen  der  Differenz  Z,  —  Z,  ist  nicht  für 
alle  jene  Punkte  in  der  .ry Ebene  dasselbe. 

Hiernach  nun  reducirt  sich  unsre  Untersuchung  auf  Folgendes : 
Bezeichnet  xyz  den  Punkt,  in  welchem  man  die  Tangentialebene 
construirt  hat,  so  berechne  man  die  z  Coordinate  der  Tangentialebene 
sowohl  als  die  der  Fläche,  welche  demselben  x  -\-  li,  y  -\-  k  ent- 
sprechen. Wenn  dann  die  Differenz  dieser  beiden  z  Coordinaten  für 
alle  Werthe  von  h  und  A,  die  wir  immer  als  sehr  klein  anzunehmen 
haben,  das  Zeichen  nicht  wechselt,  so  findet  kein  Schneiden  statt. 
Wenn  aber  die  Differenz  der  z  das  Zeichen  wechseln  kann,  so  findet 
ein  Schneiden  statt. 

Untersuchen  wir  hiernach  zuerst  die  Curven  in  der  Ebene,  so 
hat  man  die  vorige  Regel  in  folgende  zu  verwandeln.  Man  berechne 
die  y  Coordinaten  für  den  Werth  x  -\-  h  sowohl  bei  der  Curve  als  bei 
der  Tangente.  Die  Gleichung  der  Tangente  ist  bekanntlich,  wenn 
x,y  den  Berührungspunkt  und  |,  ?j  die  laufenden  Coordinaten  be- 
deuten:   jj — y  =  -j-^  (^  —  x).      Setzen   wir   ^  ==  a:  -j-  Ä,    so   bekommen 

wir   l\=  y  -\-  li.  -T^-     Berechnet  man  ebenso  das  Y  der  Curve,  d.  h. 

den  Werth  von  F  {pc)  für  x  gleich  x  -\-  h^  so  erhält  man  nach  dem 
Taylor'schen  Lehrsatz : 

Nimmt  man  jetzt   den  Unterschied  dieser  beiden  Ordinaten  Y —  Y^, 

so  ist  er  offenbar  eine  Reihe,  welche  mit  i- ^rk.li^  anfängt,    und  da  h 

jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  annehmen  kann,  so  kann  man 
es  nach  einem  bekannten  Satze  so  klein  bestimmen,  dass  das  Vor- 
zeichen dieses  Gliedes  das  Vorzeichen  der  ganzen  Reihe  darstellt. 
Nach   dem  Lemma  des  vorigen   Paragraphen   wechselt   aber  für  alle 

realen  Werthe  von  h  das  Glied  i^Va-Ä"  sein  Zeichen  nicht;  d.  h.  bei 


2  dx^' 

e  immer  auf  der  ei 

4* 


den  ebenen  Curven  liegt  die  Tangente  immer  auf  der  einen  Seite  der 


—    b2    — 

Curve.  —  Ausgenommen  ist  hiervon  nur  der  Fall,  dass  -—  =^  ^  ist, 

d.  h.    der   Fall,    dass    ein   Wendepunkt    der   Berührungspunkt   wird. 

Alsdann  wird  erst  das  Glied  4  ^-~  /P  bestimmend  für  das  Vorzeichen, 

und  dieses  Glied  wechselt  sein  Vorzeichen  für  verschiedene  Werthe 
von  h:  bei  diesen  Punkten  einer  Curve  also  schneidet  die  Tangente 
die  Curve. 

Eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  machen  wir  nun  für  die  Fläche. 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xy  z  lässt  sich  nach 
§  35.  so  schreiben:  t,  —  z  =  p  (^ — x)  -\-  q(ji—y).  Folglich  wird 
die  zCoordinate  dieser  Ebene  für  die  Abscissen  x-\-h,  y -{- k  fol- 
gende :  Z^=  z  -\-  p.  h  -\-  q.  k.  Das  entsprechende  z  der  Fläche, 
oder  Z,  findet  man,  wenn  man  in  die  Function  f{x,y)  einsetzt 
X  -\-  h  statt  X  und  y  -{-  k  statt  y.  Man  bekommt  alsdann  nach  dem 
Taylor'schen  Lehrsatze  für  zwei  Variabein  folgende  Gleichung: 

Z  =  z-i-{p./i-\-q.k)  -\-^{rh'^-\-2shk  -\-  tk"-)  + , 

wenn  wir  uns  der  bekannten  Euler'schen  Bezeichnungsart  partieller 
Differentialquotienten  einer  Function  zweier  Veränderlichen  bedienen. 
Bilden  wir  nun  wieder  die  Differenz  Z  —  Z,,  so  erhalten  wir  dafür 
eine  Reihe,  welche  beginnt  mit  \{rJi^  -j-  2shk  -j-  tk"^),  einem  Gliede, 
welches  wegen  der  beliebigen  Kleinheit  von  h  und  k  vorzeichenbe- 
stimmend wird  für  die  ganze  Reihe,  deren  nachfolgende  Glieder  in 
Beziehung  auf  h  und  k  von  der  dritten  und  höheren  Ordnungen  sind. 
Nach  dem  Lemma  des  vorigen  Paragraphen  ändert  nun  dieses  Glied 
sein  Zeichen,  sobald  rt  —  s^  negativ  ist;  ist  jedoch  rt  —  s-  positiv 
oder  Null,  so  kann  der  Ausdruck  nicht  sein  Vorzeichen  ändern.  Ist 
jedoch  r^ — s"^  deshalb  Null,  weil  r,  s,  t  einzeln  gleich  Null  sind, 
dann  gehört  der  Fall  unter  die  erste  Kategorie:  da  alsdann  das 
Glied,  welches  die  zweiten  Dimensionen  von  h  und  k  enthält,  gänz- 
lich verschwindet,  so  nimmt  das  folgende  von  der  dritten  Dimension 
dessen  Platz  ein,  und  dieses  ändert  allerdings  sein  Vorzeichen  für 
verschiedene  Werthe  von  h  und  k.  Diesen  Ausnahmefall  abgerech- 
net, ergiebt  sich  also  als  Resultat  unsrer  Untersuchung: 

Die  Fläche  z=/'(xjy)   wird   von   der  Tangentialebene 

berührt     oder     geschnitten,     le     nachdem     ^r-^  •  t^-t,  —  ( ^5 — ^) 

'^  '     ''  ox^   oy'       ^ox.  cy' 

grösser  als  Null  ist  oder  kleiner.  Der  Grenzfall,  dass 
diese   Differenz   gleich  Null   ist,   gehört  zum  ersten. 

Anmerkung.  Diese  Untersuchung  bietet  viel  Analoges  mit 
der  über  Maxima  und  Minima,  und  in  der  That  giebt  es  eine  Wen- 
dung, um  jene  auf  diese  zurückzuführen.  Wenn  man  von  einer 
Function    einer  Variabein    das  Maximum    oder    Minimum    sucht,    so 
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löst  man  die  Gleichung  F'  {x)  ==  0  und  hat  diese  Gleichung  Wurzeln, 
so  linden  im  Allgemeinen  Maxima  oder  Minima  statt:  nur  der  Fall 
ist  ausgenommen,  dass  für  einen  Wurzelwerth  gleichzeitig  F"  (x) 
verschwindet.  Allein  bei  einer  Function  zweier  Variabein  ist  die 
Sache  ganz  anders.  Hier  hat  man  zunächst  die  beiden  Gleichungen 
f  (x)  =  0  und  f{tj')  =  0  aufzulösen:  wenn  man  aber  auch  eine 
Lösung  dieses  Systemes  hat,  so  ist  noch  nicht  die  nothwendige  Folge 
davon,  dass  ihr  ein  Maximum  oder  Minimum  entspricht:  vielmehr 
ist  der  Fall,  dass  kein  Maximum  oder  Minimum  für  diese  Werthe 
eintrifft,  ebenso  häufig  wie  der  als  regelmässig  angesehene  Fall,  dass 
eins  stattfindet,  —  Dass  die  Theorie  der  Tangenten  ganz  mit  dieser 
Untersuchung  zusammenfällt,  sieht  man  daraus,  dass  man  die  Auf- 
gabe: in  einem  Punkte  einer  Curve  eine  Tangente  zu  ziehen,  auch 
so  stellen  kann :  durch  diesen  Punkt  eine  Abscissenaxe  zu  legen, 
so  dass  die  Ordinate  des  Punktes  ein  Minimum  wird.  Jede  andere 
Linie  durch  diesen  Punkt  gelegt  macht  zwar  auch  die  Ordinate  des 
Punktes  gleich  Null,  da  aber  die  Ordinaten  auf  der  einen  Seite  des 
Punktes  alsdann  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  denen  auf  der 
andern  Seite  haben ,  so  ist  die  Ordinate  des  gegebenen  Punktes  eben 
kein  Minimum.  Hat  man  eine  Fläche,  die  ganz  und  gar  concav  ist, 
wie  z.  B.  die  Kugel,  so  lässt  sich  die  Aufgabe,  eine  Tangentialebene 
in  einem  Punkte  dieser  Fläche  zu  legen,  ganz  ähnlich  aussprechen, 
nämlich  so:  eine  Ebene  (der  a-y)  dort  so  zu  legen,  dass  dieser  Punkt 
das  kleinste  z  hat.  Bei  andern  Flächen  ist  dies  aber  unmöglich,  näm- 
lich bei  denen,  wo  die  Tangentialebene  die  Fläche  schneidet.  Die 
Theorie  der  Tangentialebenen  fällt  also  nicht  mit  der  der  Maxima 
und  Minima  zusammen. 


§  40. 

Unser  Kriterium  dafür,  ob  die  Tangentialebene  ihre  Fläche 
schneidet  oder  nicht,  gilt  für  die  Form  der  Gleichung  der  Fläche 
z  =  f{x,  y).  Ist  jedoch  die  Gleichung  in  der  Form  F  [x ,  y,  z)  =  0 
gegeben,  so  ändert  sich  das  Kriterium  natürlich  der  Form  nach. 
Um  dies  neue  Kriterium  aufzustellen,  setzen  wir  folgende  Bezeichnun- 
gen für  die  Differentialquotienten  der  Function  F  fest: 

-^z:  =  P  -^,=  0  -air  =  ^  ^^^  <ii6  zweiten  -^—  =  Z    „— ,  =  #/  V?  =  ;V^ 

ox  dy  02  cx^-  dy-  dz^ 

d'F  r'     f>-F  ■*,,      d^F 


=  r  .^^  =  1^1'  .r^  =  N\ 


dy.  dz  dz.dx  dx.  dy 

Dann  haben  wir  nur  die  Differentialquotienten  p  q  r  s  t  in  diesen 

neuen  Bezeichnungen  auszudrücken  und  die  Difterenz  rl — s-  zu  bilden. 

DifFerentiiren  wir  zunächst  die  Gleichung  F{x,  y ,  z)  =  0  partiell 


AVeise  wie  vorhin  F  =  0,  so  finden  wir    — ,  d  i 
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nach  X,  so  zwar,  dass  wir  z  als  Function  von  x,  und  y  als  constant 

p 
ansehen,  so  erhalten  wir:    P  -\-  R.p==0  oder  7?  ^=  —  ö,   und  ebenso 

finden  wir,  wenn  wir  y  als  unabhängige  Variable,  z  als  seine  Function 

und  X  als  constant  ansehen:   q  =  —  ^• 

Differentiircn  wir  diese  beiden  Gleichungen  nochmals  in  derselben 

Mr  7— ,  d  1. 

_        B{L-\-M' . p)~ P{M' -\-N.p)  __  __  ^H         B         )       ^  \         B         ) 
^'~~  B^  m 

oder 

—  rR^  =  Lm-2M'PR-^NPK 

Ebenso  ~,  d.  i.  l.     Man  erhält  dafür 

—  tl{^  =  MK^—2L'0R  -f  N0\ 

Endlich  findet  man  ^r-  =  ^  =^  s.     Dafür  hat  man  ähnlich 

oy       ox 

—  sR^  =  N'R'^  —  iÄI'O  -\-  L'P)  R  +  NPQ. 
Bildet  man  mm  r/  —  s- ,  so  findet  man  dafür 
R^  (r(  -  ^2)  =  /J-' (MN—  L"^)  4-  (T-  {NL  -  M"^)  +  /?-' (Z  M~ lY'^ 

+  2QR{M'N'-LL')  +  2RP{1^' L' —  M M')  -\-2 PO{L' 31' —  N N'). 

Die  Tangentialebene  berührt  also,  Avenn  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  ^0  ist;  ist  sie  <  0,  so  schneidet 
die  Tangentialebene  die  Fläche. 

Man  kann  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  noch  etwas  be- 
quemer fürs  Gedächtnis  schreiben.     Es  ist 

L     N'   M' 

N'  M   L'     =  A  =  LMN—LL'^-  —  MM''  -  NN"^  +  2L' M'  N' , 
M'  L'    N 
also  wird 

RK{ft  —  s'-) 

-P'-U+  0'-  m  +  "'■  M  +  i'"-  n-  +  ^"-  m  +  '"^-  m  ■ 

4.  Osculation  der  Flächen. 

§  41. 

Von  der  Berührung  der  Flächen  durch  eine  P^bene  wenden  wir 
uns  jetzt  zu  der  der  Flächen  unter  einander,  d.  h.  zu  der  Theorie 
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der  Osculatlon  der  Flächen.  Kccapituliren  wir  zunächst  das, 
was  über  die  Osculation  der  Ciirven  gesagt  ist. 

Man  sagt,  zwei  Curven  y  =  f  {x)  und  y  =  fp{x),  welche  einen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben,  haben  in  ihm  eine  Berührung 
m"^'"  Ordnung,  wenn  für  diesen  Punkt  nicht  nur  die  Coordinaten 
dieselben    sind,    sondern    auch    die    n    ersten    üifferentialquotienten 

dx'    dx^'  '  dxn 

Der  erste  Gedanke,  der  sich  bei  dieser  Definition  darbietet,  ist 
die  Frage,  ob  ein  solcher  Zusammenhang  zweier  Curven  nicht  etwas 
blos  Aeusserliches  ist,  ob  die  Gleichheit  dieser  DifFerentialquoticnten 
nicht  blos  von  einer  zufälligen  Lage  der  Coordinatenaxen  abhängt? 
Dies  ist  aber  nicht  der  Fall;  sondern:  Wenn  diese  Ueberein- 
stimmung  der  Differentialquotienten  für  zwei  Curven  in 
einem  Coordinatensysteme  stattfindet,  so  findet  sie  in 
jedem  andern  Systeme  auch  statt.  Wir  schliessen  dabei  blos 
die  Lage  der  Coordinatenaxen  aus,  dass  die  Tangente  der  Curve  in 
dem  betrachteten  Punkte  die  Ordinatcn-  oder  y-Axe  sei,  a:-Axc 
dagegen  kann  sie  sein.  Es  lässt  sich  nämlich  beweisen,  dass  wenn 
der  ausgeschlossene  Fall  nicht  ausgeschlossen  wird,  man  alle  Diffe- 
rentialquotienten vom  ersten  bis  zum  n^*^"'  gleich  oo  erhält.  Alsdann 
ist  also  von  einer  Vergleiclmng  nicht  mehr  die  Rede.  Für  recht- 
Avinklige   Coordinaten    übersieht   man    die  Richtigkeit  hiervon  sofort: 

denn  in  einem  solchen  System  bedeutet  y^  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  Winkels,  welchen  die  Tangente,  hier  also  die  y-Axe,  mit 
der  a:-Axe    bildet.      Dieser    ist  aber    ein   rechter;    es   wäre  also   bei 

dieser  Annahme  y^  ==  oo   und  demnach  nach  einem  bekannten  Satze 
dx 

auch    alle    übrigen    Differentialquotienten    unendlich    gross.      Ist   also 

diese  einzige  Lage  der  Coordinatenaxen  ausgeschlossen,  so  gilt  unser 

Satz  für  alle  übrigen,  was  wir  jetzt  beweisen  wollen. 

Gegeben  sei,  dass  für  die  beiden  Curven  ij  =  f{x)  und  ?/  =  qp  {x) 

im  System  x,  y  für  einen  bestimmten  Punkt,   dessen  Abscisse  a  ist, 

folgende  Gleichungen  bestehen 

f{a)  =  cp(a),  f'{a)  =  cp' {a) ,  /"(«)  =  cp" {a) , ,  f("\a)  =  g)W(./). 

Wir  führen  jetzt  andere  Coordinaten  ein  vermittelst  der  Gleichungen 

y  =  kr  -\-  yLÄ  -\-v,   x  =  X  r  -i^  ^'X  -f-  v'^ 
dadurch  wird  die  Gleichung  der  ersten  Curve 

kY -\- iiX -]-v  =f{Xy -\- ^'X -\- v) 
oder  wie  wir  der  Kürze  wegen  schreiben  wollen  IF  -\-  ^X  -\-  v  =  fi^x). 
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Differentüren  wir  diese  Gleichung  nach  x  ein-,  zwei-,  drei  -,  u.  s.  w. 

mal,  so  wird: 

,  dY  ,  .,,    \/y(^y  I      A      jä''Y      /•"/   \/'y(^Y  ,      A2  ^,'f^'3^ 

^d'X^^==^^^H^äX  +  ^)^  ^dX^  =  ^  ^^\^dX'^^)  +f  ^^)^-dx^^ 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  successive  die  Differential- 
quotienten für  die  erste  Curve  finden.  Ebenso  leitet  man  die  für  die 
andere  Curve  ab,  welche  man  auch  aus  diesen  erhalten  kann,  indem 
man  blos  f  m  (p  verändert.  Man  hat  nun  daraus  die  Werthe  dieser 
Differentialquotienten  für  den  gemeinschaftlichen  Punkt,  dessen  Coor- 
dinaten  a  und  f  (a)  =  (p  (a)  sind,  zu  bilden.  Für  diesen  Punkt  ist 
aber  /'  (a)  =  fp'  [a] ,  f"  {a)  =  cp"  (a),  f"  [a)  =  9)'"  («)  u.  s.  w. ,  und 
da  die  oben  gefundenen  Differentialquotienten  von  Y  nach  X  sich 
nur  durch  diese  Differentialquotienten  von  /  [u)  und  qp  (?<)  unter- 
scheiden, so  sind  sie  mit  ihnen  zusammen  einander  gleich.  Es  geht 
also  hieraus  hervor,  dass  zwar  für  die  andern  Punkte  die  beiden 
Curven  verschiedene  Differentialqiiotienten  haben  (denn  für  diese  ist 
weder  f{t()  =  ^{u),  noch  die  Differentialquotienten  dieser  beiden 
Functionen  einander  gleich);  dass  aber  für  den  Punkt,  wo  die  Dif- 
ferentialquotienten ursprünglich,  d.  h.  in  dem  gegebenen  Systeme 
gleich  sind,  sie  auch  noch  nach  jeder  beliebigen  Transformation  der 
Coordinaten  einander  gleich  sind  (die  einzige  oben  erwähnte  Lage 
der  y  Axe  ausgenommen) :  die  Gleichheit  der  Differentialquotienten 
für  einen  zwei  Curven  gemeinschaftlichen  Punkt  hängt  also  nicht 
ab  von  der  Wahl  der  Coordinaten. 

Ganz  dieselbe  Betrachtung  kann  man  für  die  Flächen  machen, 
vmd  ebenso  den  Satz  beweisen: 

Wenn  für  zwei  Flächen,  deren  Gleichungen  sind 
z=f{x,y),  z=^(p{x,y),  die  partiell  en  Differenti  alquotien- 
ten  bis  zu  einer  bestimmten  Ordnung  gleich  sind,  so  ist 
diese  Gleichheit  unabhängig  von  der  Wahl  der  Coordi- 
naten. 

Anmerkung.  Die  Richtigkeit  des  so  eben  bewiesenen  Satzes 
lässt  sich  für  die  Curven  ungemein  einfach  übersehen.  Wenn  näm- 
lich zwei  Curven  zwei  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  die  einander 
unendlich  nahe  liegen,  so  wird  der  Differentialquotient  in  beiden  der- 
selbe sein;  sind  drei  unendlich  nahe  Punkte  beiden  Curven  gemein- 
schaftlich, so  werden  die  beiden  ersten  Differentialquotienten  beider 
Curven  für  diesen  Punkt  einander  gleich  sein  u.  s.  f.  Das  Ueber- 
einstimmcn  von  n  Differentialquotienten   kommt   also   darauf  hinaus. 
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dass  (n  -\-  1)  auf  einander  folgende  Punkte  beiden  Curven  gemein- 
sehaftlich  sind:  diese  Eigenscliaft  aber  hängt  nicht  ab  von  der  Wahl 
der  Coordinaten.  —  Für  die  Flächen  würde  diese  Betrachtung  schwie- 
riger sein. 

Erklärung.  Wenn  für  einen  Punkt  zweier  Flächen  nicht  blos 
die  Coordinaten,  sondern  alle  Differentialquotienten  vom  ersten  bis 
zum  w'"'  bezüglich  gleich  sind,  so  haben  die  beiden  Flächen  eine 
Berührung  der  w'*^"  Ordnung. 

Folgerung.  Wenn  von  drei  Flächen  A,  B,  C,  die  einen  Pvmkt 
gemeinschaftlich  haben,  B  mit  A  in  diesem  Punkte  eine  Berührung 
der  n'"^",  und  C  mit  A  eine  Berührung  der  n^'-"^  Ordnung  hat,  wo 
n  <  n  ist,  so  liegt  B  näher  an  A.  Denn  entwickelt  man  die  zCoor- 
dinate  der  nahe  gelegenen  Punkte  für  die  Flächen  A,  B,  C,  und 
nimmt  die  Differenzen  dieser  Ausdrücke,  einmal  des  für  die  Fläche 
A  von  dem  für  die  Fläche  B,  und  dann  von  dem  für  die  Fläche  C, 
so  wird  die  erste  Differenz  kleiner  sein  als  die  zweite,  weil  bei  der 
ersten  mehr  Glieder  zu  Anfang  wegfallen. 


§  42. 

Nach  dieser  Erklärung  kann  man  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene herleiten.  Definirt  man  nämlich  die  Tangentialebene 
als  diejenige  Ebene,  die  mit  der  gegebenen  Fläche  z=^f{x,y)  eine 
Berührung  der  ersten  Ordnung  gemein  hat,  so  bedeutet  dies:  in  der 
Gleichung  der  Ebene  t, — z  =  a  (^  —  x)  -f-  ^  (^  — y),  welche  durch  den 
gegebenen  Punkt  der  Fläche  x,  y,  z  geht,  sollen  die  Constanten  a 
und  h  so  bestimmt  werden,  dass  für  diesen  Punkt  die  partiellen 
ersten  Differentialquotienten  der  Gleichung  der  Ebene  bezüglich  gleich 
werden  den  partiellen  ersten  Differentialquotienten  der  Gleichung  der 

Fläche.     Es  muss   also  -;r^  =  «,  -^  =  h   für   den  Punkt   x,  y,  z   oder 

et,  'dl]  ' 

a=-pr-,  =  p,  h  =  ~  =^  q   sein;    die   Gleichung    der   Tangentialebene 

ist  also  t,  —  z  =2)  (X  —  x)  -f-  q  (rj—y). 

In  der  Ebene  fährt  man  nun  so  fort  und  sucht  den  Kreis,  bei 
dem  für  einen  ihm  und  der  vorgelegten  Curve  gemeinschaftlichen 
Punkt  der  erste  und  der  zweite  Differentialquotient  bezüglich  gleich 
sind  den  beiden  ersten  Differentialquotienten  der  Fläche  für  diesen 
Punkt;  und  diese  Aufgabe  kann  man  sich  stellen,  weil  die  drei  Con- 
stanten, welche  in  der  Gleichung  des  Kreises  vorkommen,  sich  immer 
so  bestimmen  lassen,  dass  erstens  der  Kreis  durch  einen  bestimmten 

Punkt  geht,  dass  zweitens  der  erste  Differentialquotient  ^  einen  be- 
stimmten Werth   hat  und   dass  drittens   auch  der  zweite  Difterential- 
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quotient    ,^  einen  bestimmten  Werth  hat.    Für  den  Raum  spielt  nun 

die  Kugel  keine  solche  Rolle.  Ihre  Gleichung  enthält  vier  Con- 
stanten. Diese  kann  man  zwar  so  bestimmen,  dass  erstens  der 
Gleichung  der  Kugel  ein  gewisser  Punkt  genügt,  dann,  dass  die 
beiden  ersten  Differentialquotienten  auch  gegebene  Werthe  haben: 
wollte  man  aber  nun  auch  noch  die  zweiten  Differentialquotienten 
der  vorgelegten  Fläche  und  der  Kugel  gleich  machen,  so  würden  zu 
den  ersten  drei  Bedingungen  noch  drei  hinzukommen,  man  erhielte 
also  zur  Bestimmung  der  vier  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel 
6  Gleichungen:  im  Allgemeinen  ist  es  folglich  unmöglich,  durch 
einen  Punkt  einer  Fläche  eine  Kugel  zu  legen,  welche  in  diesem 
Punkt  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  hat. 

Andrerseits  ist  hierzu  auch  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  untauglich,  denn  diese  enthält  9  Constanten.  Es 
giebt  folglich  unzählig  viele  Flächen  zweiten  Grades,  die  an  einem 
bestimmten  Punkte  eine  Berührung  zAveiter  Ordnung  haben.  Von 
diesen  werden  Avir  natürlich  die  wählen,  deren  Gleichung  die  mög- 
lichst einfachste  ist. 

§  43. 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  a  eine 
Osculation  der  n^"'  Ordnung  haben  und  man  durch  den 
Punkt  eine  Ebene  legt,  so  haben  die  beiden  Curven, 
welche  sie  aus  den  beiden  Flächen  ausschneidet,  wenig- 
stens eine  Osculation  der  w^*^"  Ordnung. 

Beweis.  Wir  wählen  den  Punkt  a  zum  Anfangspunkt  und 
legen  sonst  die  Coordinatenaxen  beliebig,  nur  so,  dass  die  2r-Axe 
keine  Tangente  sei.  Wir  schneiden  alsdann  die  Flächen  durch  eine 
Ebene,  die  durch  die  x-  und  die  z-Axe  hindurchgeht,  also  selbst 
ganz  beliebig  ist  wegen  der  beliebigen  Lage  dieser  beiden  Axen; 
wir  haben  also  in  den  Gleichungen  beider  Flächen  y  =  0  zu  setzen. 
Nach  der  Voraussetzung  bestehen  für  beide  Flächen  die  Bedingungen, 
dass  für  den  Anfangspunkt  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
der  ersten  bis  zur  w''^'"  Ordnung  bei  beiden  Flächen  gleich  sind. 
Sind  nun  die  Gleichungen  der  Flächen  z  =  f  {oc,  y)  und  z  =  9  {x,  y), 
so  sind  also: 

/"  (^^0  =  "p'  i-^)  >  /■'  (!/)  =  ¥  iu) ;  /"  (^)  =  fp"  i^-^) ,  f"  i?^ ;  V)  =  9^"  G^' ;  V) ; 

/'"  (y)  =  «p"  Cy)  5  "•  s.  w. 

Um  zu  den  zu  untersuchenden  beiden  Curven  überzugehen,  haben 
wir  hierin  y  =  0  setzen,  wodurch  die  Differentiationen  nach  y  weg- 
fallen:  es   bestehen   folglich  für  die  beiden  Curven  folgende  n  Glei- 
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chungen:  f  (.>;)  =  tp  {x) ,  /""(.>:)  =  g/'^f) ;  u.  s.  w.  bis  f^"\x)  =  qD(«>  (x), 
in  welchen  man  schliesslich  x  und  z  =  0  zu  setzen  hat;  d.  h.  die 
beiden  Curven  haben  im  Anfangs-  oder  gegebnen  Punkte  eine  Os- 
culation  der  ?i''"'  Ordnung. 


§44. 

In  allen  Fragen  nun,  wo  man  voraussieht,  dass  von  einer  Fläche 
nur  die  Differentialquotienten  bis  zur  n^"-'"  Ordnung  in  Beziehung  auf 
einen  Punkt  derselben  gebraucht  werden,  kann  man,  wie  aus  dem 
Vorhergehenden  klar  ist,  statt  der  gegebenen  Fläche  irgend  eine  be- 
liebige andere  setzen ,  vorausgesetzt,  dass  diese  zweite  mit  der  ersten 
eine  Osculation  w'«"^  Ordnung  hat.  Ueberall  z.  B.,  wo  es  blos  auf 
die  Richtung  der  Tangente  ankommt,  kann  man  statt  einer  vorge- 
legten Fläche  die  Tangentialebene  setzen.  Nach  dieser  Vorerinnerung 
gehen  wir  über  zu  der  Untersuchung  der  Krümmungen, 
Avelche  die  verschiedenen  Schnitte  einer  Fläche  haben. 
Wenn  man  durch  einen  gegebenen  Punkt  a  einer  Fläche  alle  mög- 
lichen Schnitte  legt,  so  ist  die  Frage:  Auf  welche  Weise  kann 
man  die  Krümmungsradien  aller  dieser  Schnitte  aufs  einfachste  be- 
rechnen? Die  Anzahl  dieser  Schnitte  ist  doppelt  unendlich  gross. 
Denn  denkt  man  sich  eine  Tangente  ab,  die  durch  den  Punkt  a 
geht,  so  kann  man  durch  sie  unzählig  viele  Schnitte  legen,  welche 
im  Punkte  a  sich  sämmtlich  berühren  werden.  Nun  giebt  es  aber 
wiederum  unendlich  viele  Tangenten  ab^  also  hat  man  unendlich  mal 
unendlich  viele  Schnitte.  (Unter  den  Schnitten,  welche  durch  die- 
selbe Tangente  ab  gelegt  sind,  zeichnet  sich  einer  aus,  nämlich  der, 
welcher  normal  steht  auf  der  Tangentialebene  oder  durch  die  Nor- 
male gelegt  ist:  ihn  nennt  man  Normalschnitt.) 

Unsre  Untersuchung  zerlegt  sich  hiernach  in  zwei  Theile: 

Denkt  man  sich  erstens  durch  eine  Tangente  ab  eine  Ebene  ge- 
legt, und  dreht  sie  successive,  wodurch  man  immer  andre  Schnitt- 
flächen bekommt:  wie  ändert  sich  die  Krümmung  von  Schnitt  zu 
Schnitt?  Denkt  man  sich  zweitens  durch  die  Normale  eine  Ebene 
gelegt,  und  diese  Ebene  herumgedreht:  wie  ändert  sich  hier  der 
Krümmungsradius  von  Schnitt  zu  Schnitt?  Die  erste  dieser  beiden 
Fragen  rührt  her  von  (dem  frz.  Ingen.  -  Offiz.)  Meusnier,  die  zweite 
von  Euler. 

Beide  lassen  sich  mit  wenigen  Strichen  Rechnung  absolviren. 
Man  denke  sich  zu  dem  Zwecke  den  Punkt  a  der  Fläche,  um  den 
es  sich  handelt,  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  Normale  als 
zAxe  und  demnach  die   Tangentialebene   als  Ebene   der  xij.     Durch 
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diese  Wahl  der  Coordinaten  geht  die  Gleichung  der  Tangentialebene 
i; — z  =  p{i,  —  x)  -\-  q  (y  —  7})  über  in  2;  =  0  als  Ooordinatenebene  der 
xf/,  und  da  der  Berührungspunkt  Anfangspunkt  also  x  =  0,  y  =  0, 
z  =  0  ist,  so  ist  dies  nur  möglich;  wenn  />  =  0  und  ^  =  0  ist. 
Nicht  ebenso  lassen  sich  die  Werthe  der  zweiten  Differentialquotien- 
ten r,s,t  bestimmen,  sie  sind  jedoch  constant  und  wir  wollen  sie 
resp.  mit  a,  ß,  y  bezeichnen.  Wir  machen  nun  für  unsre  Unter- 
suchung von  der  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  aufgestellten  Be- 
merkung Gebrauch  und  substituiren  statt  der  vorliegenden  Fläche 
folgende  Fläche  zweiten  Grades:  z  =  ^^{ax'^  -\-  2ßxtj  -{-  yiß),  welche 
im  Allgemeinen  eins  der  beiden  Paraboloide  ist,  und,  offenbar  durch 
den  Anfangspunkt  gehend,  mit  der  gegebenen  Fläche  eine  Osculation 
zweiter  Ordnung  hat.  Dies  letztere  ersieht  man  daraus ,  dass  die 
ersten  Differentialquotienten  dieser  Fläche 

^^=ax  +  ßy     ^j  =  ßxAryy 
für  den  gegebenen  Punkt   (a;==0,   y^=0,   2r  =  0)   beide   Null,    die 
zweite  dagegen  :=r4  =  « ,  ^ — |-  =  i^ ,    ^^  =  y  werden  :    wie   bei   der 

vorgelegten  Fläche.  Da  nun  in  der  Formel  für  den  Krümmungs- 
radius einer  ebenen  Curve  nur  die  Differentialquotienten  der  beiden 
ersten  Ordnungen  vorkommen,  so  können  wir  diese  Fläche  zweiten 
Grades  statt  der  vorgelegten  setzen. 


§45. 

Der  Meusnier'sche  Satz.  Legt  man  durch  eine  Tan- 
gente einer  Fläche  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  nor- 
mal zur  Tangentialebene  steht,  die  andre  mit  ihr  den 
Winkel  qo  bildet,  so  sind  ihre  beiden  Krümmungsradien  q 
und  ()j  durch  die  Gleichung  verbunden  q^  =  q  sin  fp. 

Denn  mit  der  zu  Ende  des  vorigen  Paragraphen  festgesetzten 
Lage  der  Coordinaten,  siehe  Fig.  14,  kann  man  jeden  Normalschnitt 
in  dem  gegebenen  Punkte  sich  erzeugt  denken  durch  eine  specielle 
Lage  der  xz  Ebene,  indem  über  die  Richtung  der  Axe  der  x  nichts 
angegeben  worden  ist.  Betrachtet  man  nun  einen  solchen  Schnitt, 
so  erhält  man  seine  Gleichung,  wenn  man  die  Gleichung  der  xz  Ebene 
oder  ?/  ==  0  mit  der  der  vorgelegten  Fläche  oder,  'was  dasselbe  ist, 
mit  der  sie  im  vorliegenden  Punkte  osculirenden  Fläche 

z^:^{a.x'-J^2ßxy-^yy'') 

verbindet;  man  findet  also  z=  )^ax~.    Der  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius wird  also 
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i^+my 


(1  +  a'-x'-y 

oder  für   x  =  0,    d.  h.  in  dem   vorliegenden  Punkte   q  =     •      Legen 

wir  einen  beliebigen  zweiten  Schnitt  durch  diea:Axe,  der  nicht  nor- 
mal ist  zur  Tangentialebene,  sondern  mit  ihr  den  Winkel  rp  bilde, 
so  verlegen  wir  zunächst  das  Coordinatensystem  in  der  Ebene  der  ijz: 

z  =  c^  sin  ^  —  ?/,  cos  (p     y  =  ~\  cos  fp  -\-  y^  sin  (p. 

Dies  setzen  wir  in  die  Gleichung  des  zu  Hilfe  genommenen  Para- 
boloids  ein,  setzen  aber  gleich  ?/i  =  0,  weil  wir  den  Schnitt  betrachten 
wollen,  der  durch  die  Ebene  der  xz^  hervorgebracht  wird: 

z^  sin  (p  =  ^{ax-  -\-  2ßxz^  cos  (p  -{-  y^y^  cos^  (p). 
Hieraus  folgt 

^  sin  qo  =  a  a:  + /3  z,  cos  9  +  (/3  a:  cos  g)  +  7  2-1  cos^  ^)  ^ 

und 

g-^  sin  9P  =  a  +  /3  cos  (p  g  +  (/3  cos  go  -f  j/  g-  cos2  (p)  ^ 

-f  {ßx  cos  9  +  7 'i  cos^  9;)  ^^l  . 

Um  die  Ausdrücke  für  ~  ,  ■^— |  für  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  zu  haben,  setzen  wir  jetzt  x  =  0  und  z^  =  0.  Dadurch 
wird    ^'  ==  0,  -—-=-■ Somit  wird  der  Krümmungsradius  dieses 

OX  '    ()  x^  sm  qp  ^ 

Schnittes   ^,  =        ~-     Also  wird  schliesslich  p,  =  q.  sin  cp. 

Bei  der  Kugel  z.  B.  kennt  man  ohne  Weiteres  den  Krümmungs- 
radius jedes  Normalschnittes:  er  ist  so  gross  wie  der  Kugelradius  r. 
Legt  man  durch  denselben  Punkt  a  der  Kugel  und  dieselbe  Tangente 
ah,  durch  welche  der  Normalschnitt  gelegt  ist,  eine  Ebene,  welche 
mit  der  Tangentialebene  den  Winkel  rp  bildet,  so  übersieht  man  aus 
der  bekannten  Eigenschaft  der  Kugel,  dass  nämlich  die  Normale 
vom  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  diesen  zweiten  Schnitt  gefällt,  dessen 
Mittelpunkt  trifft  und  mit  dem  Radius  des  Normalschnittes  den  Win- 
kel (p  bildet,  —  so  übersieht  man,  dass  q^  =  q  sin  cp  ist,  in  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke,  dessen  Hypotenuse  q  und  dessen  beide 
Katheten  jene  Normale  und  q^  sind. 

Denken  wir  uns  also  in  einer  beliebigen  Fläche  alle  möglichen 
Schnitte  durch  eine  Tangente  eines  Punktes  gelegt,  und  die  Krüm- 
mungskreise aller  dieser  Schnitte  construirt,   so   werden  sie  alle  auf 
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einer  Kugel  liegen,  welche  den  Kvümmimgskreis  des  Normalschnittes 
zum  Meridian  hat.  Also :  Legt  man  durch  eine  Tangente  einer  Fläche 
alle  möglichen  Schnitte,  so  bestimmen  die  Krümmungskreise  derselben 
eine  Kugel,  deren  Radius  der  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  ist. 
Anmerkung.  Bisweilen  kennt  man  einen  schiefen  Schnitt  und 
kann  somit  den  normalen  daraus  bestimmen.  Legt  man  nämlich  durch 
einen  Punkt  im  Mantel  eines  schiefen  Kegels  eine  Ebene  parallel 
der  Grundfläche,  so  ist  diese  ein  Kreis,  dessen  Radius  man  leicht 
finden  kann.  Legt  man  alsdann  den  Normalschnitt  in  demselben 
Punkte,  so  kann  man  dessen  Krümmung  aus  der  des  schiefen 
Schnittes  berechnen. 

§  46. 

Der  Euler'sche  Satz.  Legt  man  in  einem  Punkte  einer 
Fläche  säramtliche  Normalebenen,  und  bezeichnet  man 
den  grössten  Krümmungsradius  unter  den  Radien  dieser 
Schnitte  mit  r^,  den  kleinsten  mit  Tj,  so  ist  der  Krüm- 
mungsradius eines  dritten  Schnittes,  dessen  Tangente 
mit    der    a:Axe    den   Winkel    q)    bildet,    mit    diesen   beiden 

1  OOS^  ff)  SIH^  OD 

ersten  durch  die  Gleichung  verbunden:  —== ^ -1 -• 

°  r  rj        '        r, 

Behalten  wir  die  vorige  Lage  des  Coordinatensystems  bei,  drehen 

aber  die  xy  Ebene  so,  dass  in  dem  Ausdruck 

z  =  ^  (ax-  +  2ßxi/  +  yi/-) 

das  doppelte  Product  verchwindct,  also  die  Grösse  ß  =  0  sei  (was 
wir  immer  können),  so  haben  wir  jetzt  die  Normalschnitte  des  folgen- 
den Paraboloids  zu  untersuchen:  z  =  '}  (ax-  -}-  yy"^).  Der  Schnitt, 
der  durch  die  Ebene  der  Z(/  gebildet  wird,  habe  den  Krümmungs- 
radius r, ,  der  ~a;  Schnitt  den  Radius  r.^'    dann  ist  nach  dem  vorigen 

Paragraphen  t\  =  — ,  r.^  =  —    Ein  dritter  Schnitt,  welcher  auch  durch 

die  z  Axe  geht,  sei  so  gelegt,  dass  die  Tangente,  welche  er  aus  der 
Tangentialebene  des  vorliegenden  Punktes  ausschneidet,  mit  der 
rc  Axe  den  Winkel  (p  bildet.  Dann  machen  wir,  um  seinen  Krüm- 
mungsradius r  zu  finden,   folgende  Coordinatentransformation 

X  =  x  cos  (p  —  y\^'n\  (p     ij  =  X  sin  (p  -\-  ij  cos  (p  \ 

diese  Werthe  setzen  wir  in  die  Gleichung  des  Paraboloids  ein,  und 
leiten  alsdann  daraus  den  Schnitt  der  xz  Ebene  her,  indem  wir 
y=  0  setzen.  Wir  erhalten  dafür  z  =  4^x'^  {a  cos-  (p  -{-  y  sin-  (p). 
Demnach    wird    der    Krümmungsradius     dieses    Schnitts    im    Punkte 

ix  =0,  z  =  ())  r  = r — , — -•    o    .    und    setzt   man     hierin   für    a 

'  'OL  cos  *qp  -j-  y  sm  ^cp 
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und  y  ihre  Werthe,  so  erhält  man 

1    cos'^  qp      |_  sin-  qp 

Es  ist  nun  noch  nachzuweisen,  dass  unter  allen  r  das  Tj  den 
grüssten,  )\,  den  kleinsten  Werth  hat.  Zu  dem  Zwecke  schreiben 
wir  die  Gleichung  etwas  anders,  indem  wir  statt  der  Krümmungs- 
radien    ihre     umgekehrten    Werthe ,     die     Krümmungen     einführen : 

-  =  Ä,  T^^  ^27  ~  "^^  '^'i-  -^^  wird  also  k  =  k^  cos^g)-f-^"i  ^^^^  f'  Diese 
Formel  gilt  ganz  allgemein,  a  und  y  oder  k.^  und  k^  mögen  Zeichen 
haben  wie  sie  wollen.  In  der  folgenden  Untersuchung  wollen  wir 
annehmen,  dass  zunächst  a  und  y  dasselbe  Zeichen  haben,  oder  wie 
wir  sogar  annehmen  können,  dass  beide  positiv  seien  (denn  wären 
beide  negativ,  so  hätten  wir  nur  die  Lage  der  negativen  :r  Axe  als 
positiv  anzusehen).  Von  den  beiden  Krümmungen  ky  und  A.,,  welche 
somit  beide  positiv  sind,  wird  also  eine  grösser  sein;  es  sei  die 
Differenz  A^  —  k^  positiv.     Dann  können  wir  die  Gleichung 

k  =  k^  cos'-  g)  -f-  A'^  sin^  q) 
folgendermassen  schreiben:  k  =  k.^  —  (k^  —  k^)  sm'^  cp.  Dieser  Aus- 
druck wird  den  grössten  Werth  erreichen,  wenn  ^  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  die  za:  Ebene  die  schneidende  ist:  alsdann  ist  k  =  k.^.  Also 
ist  k.y  die  grösste  Krümmung,  d.  h.  rj  der  kleinste  Krümmungsradius. 
Schreibt  man  die  Gleichung  so :  k  =  k^  -\-  {k.^  —  A-, )  cos^  (p ,  so  erreicht 
er  offenbar  den  kleinsten  Werth  für  cp  =  90",  d.  h.  für  die  t/z  Ebene; 
es  ist  alsdann  k  =  Aj.  k^  ist  also  die  kleinste  Krümmung,  r^  der 
grösste  Krümmungsradius.  —  Spricht  man  nicht  blos  von  positiven 
Krümmungsradien,  sondern  legt  ihnen  ein  Zeichen  bei,  welches  man 
darauf  bezieht,  ob  sie  nach  der  einen  oder  andern  Seite  von  der 
Curve  aus  liegen,  so  gilt  unser  Satz  auch  noch,  wenn  a  und  y  ver- 
schiedene Zeichen  haben:    der  Euler'sche  Satz  ist  also  bewiesen. 

Die  Ebenen,  welche  den  grössten  Krümmungsradius 
7\  und  den  kleinsten  r.^  enthalten,  stehen  auf  einander 
normal:  denn  sie  sind  bei  unsrer  Lage  der  Coordinaten  die  yz- 
und  die  0:2: -Ebene.  Für  den  Fall,  dass  «  und  y  verschiedene  Zeichen 
haben,  dass  also  (§  39.)  die  Tangentialebene  die  Fläche  nothwen- 
digerweise  schneidet,  wird  der  Ausdruck  a  cos- 9  -{-  y  sin'-  cp  für  zwei 

Werthe  von  cp  Null :   tg  go  =  7/  —  -  ;  es  giebt  also   bei  allen  solchen 

Flächen  zwei  Schnitte,  die  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  xAxe 
liegen,  deren  Krümmung  Null,  d.  h.  deren  Krümmungsradius  unend- 
lich ist,  oder:  Auf  den  Flächen,  die  durch  ihre  Tangentialebene  ge- 
schnitten werden,  haben  in  allen  Funkten,  wo  dies  Schneiden  statt- 
findet, die  beiden  Hauptnormalschnitte  dort  einen  Wendepunkt;  beim 
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einfächrigen  Hyperboloid  ist  diesei'  Wendepunkt  der  Scheitel  eines 
Systems  zweier  geraden  Linien,  die  ganz  auf  der  Fläche  liegen,  und 
welche  hier  eben  die  beiden  Hauptnorraalschnitte  sind. 

Anmerkung  1.  Man  kann  das  Resultat  des  Euler  sehen  Satzes 
graphisch  leicht  fixiren,  siehe  Fig.  15.  Denken  wir  uns  zunächst, 
dass  a  und  ß  gleiches  Zeichen  haben.  Alsdann  stellen  wir  uns  eine 
Ellipse  vor,  deren  eine  Halbaxe  gleich  sei  dem  Zahlenwerthe  von 
]/r^ ,  die  andere  Halbaxe  gleich  dem  Zahlenwerthe  von  j/r\.  Wir 
nehmen  ferner  irgend  einen  Halbmesser  d,  welcher  mit  der  zweiten 
oder  kleinen  Halbaxe  den  Winkel  cp  macht:  dann  sind  die  Coordi- 
naten  seines  Endpunktes,  wenn  man  sie  auf  die  beiden  Halbaxen 
als  Coordinatenaxen  bezieht,  d  cos  cp  und  d  sin  (p.  Da  sie  der  Glei- 
chung der  Ellipse  genügen  müssen,   so  hat  man 

d^  cos^  qp  j^  cl^  sin^  (p  ^  ^ 

r  I  r  ' 

'2  M 

es  ist  also,  wenn  wir  diese  Gleichung  mit  der  Euler'schen  Formel 
zusammenhalten,  r  gleich  dem  Zahlenwerth  von  d'-.  Wir  können 
diesen  Satz  so  aussprechen: 

Beschreibt  man  auf  der  Tangentialebene  einer  Fläche  eine  Ellipse, 
die  zum  Mittelpunkt  den  Berührungspunkt  hat,  deren  Hauptaxen 
nach  denjenigen  Tangenten  gerichtet  sind,  welche  die  beiden  Schnitte 
mit  der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  bedingen,  und  deren 
Grösse  gleich  ist  resp.  den  Quadratwurzeln  aus  diesen  beiden  Krüm- 
mungsradien: so  ist  der  Krümmungsradius  irgend  eines  Normal- 
schnitts in  jenem  Punkte  der  Fläche,  der  die  Ellipse  natürlich  in 
einem  Durchmesser  schneiden  wird,  gleich  dem  Quadrat  der  Hälfte 
dieses  Durchmessers.  Oder:  Legt  man  durch  die  Normale  einer 
Fläche  ein  Ebenenbüschel,  welches  die  Fläche  in  unzäh- 
lig vielen  Curven  schneiden  wird,  die  Tangentialebene 
in  ebensovielen  Tangenten,  und  trägt  man  auf  jede  Tan- 
gente vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  aus  die  Quad- 
ratwurzel aus  dem  Krümmungsradius  der  gleichzeitig  mit 
ihr  ausgeschnittenen  Curve  auf,  so  liegen  die  Endpunkte 
dieser  Längen  in  einer  Ellipse. 

Haben  a  und  y  entgegengesetztes  Zeichen,  so  erhält  man  analoge 
Sätze,  nur  statt  der  Ellipse  ein  System  von  Haupt-  und  Neben- 
hyperbel :   —  —  ?^=1 ^  =  —  1. 

Anmerkung  2.  Dies  ist  Alles,  was  über  die  Krümmung  der 
Schnitte  an  Sätzen  mitzutheilen  ist.  Man  sieht  aus  ihnen,  dass  man, 
um  die  Krümmung  irgend  eines  ebenen  Schnittes  einer  Fläche  zu 
finden,  nur  die  Kenntnis  zweier  ganz  bestimmten  Normalschnitte  be- 
darf ^  welche  man  die  Hauptschnitte  nennt,   aus  welchen  man  zu- 
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nächst  mittelst  des  Euler'schen  Satzes  die  Krümmung  jedes  andern 
Normalschnittes  und  alsdann  mittelst  des  Meusnier'schen  die  des  vor- 
gelegten schiefen  Schnittes  zu  berechnen  hat. 

Man  würde  aber  dazu,  wollte  man  anders  die  bisherigen  Formeln 
unmittelbar  anwenden,  erst  Coordinatentransformationen  zu  machen 
haben.  Ist  z.  B.  die  Krümmung  eines  seiner  Richtung  nach  ge- 
gebenen schiefen  Schnittes  eines  Ellipsoids  zu  berechnen,  so  hätte 
man  zunächst  die  Gleichung  des  Ellipsoids  so  zu  transformiren ,  dass 
der  gegebene  Punkt  Anfangspunkt  wird;  zweitens  das  Coordinatcn- 
system  so  umzuändern ,  dass  die  Normale  in  diesem  Punkte  z  Axe 
wird  und  die  Tangentialebene  Ebene  der  xy.  Dann  hat  man  end- 
lich   diese    cTy  Ebene    so    zu    drehen,    dass    für    den    Anfangspunkt 

- — —  =  0  wird.  —  Soll   man  diese  Rechnungen  in  jedem  einzelnen 

Falle  immer  von  Neuem  machen,  so  werden  sie  sehr  weitläufig.  Wir 
wollen  daher,  nachdem  wir  die  beiden  Lehrsätze  über  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  verschiedenen  Schnitte  in  einem  Punkt  ent- 
wickelt haben,  die  Ausdrücke  für  die  Krümmungshalbmesser  selbst 
entwickeln  für  eine  beliebige  Gleichung  einer  Fläche,  das  zu  Grunde 
gelegte  Coordinatensystem  mag  sein  was  für  eins  es  wolle. 


§47. 

Wenn  man  unter  x,  y ^  z  die  Coordinaten  einer  Curve  doppelter 
Krümmung  versteht,  und  sie  sich  gegeben  denkt  als  Function  des 
Bogens  s,  dieser  Bogen  von  irgend  einem  Anfangspunkte  an  ge- 
rechnet, und  wenn  diese  Curve  auf  der  Fläche  F  (x,  y,  z)  =0 1) 

liegen  soll,  so  ist  die  Bedingung  dafür  (vgl.  §  33),  dass  die  drei  Glei- 
chungen, welche  x,  y,  z  als  Functionen  von  s  geben,  so  beschaffen 
sein  müssen,  dass  sie,  in  die  Gleichung  (1)  eingesetzt,  diese  zu  der 
identischen  Gleichung  0  =  0  machen.  Man  darf  folglich  die  Gleichung 
(1)  nach  s  differentiiren ,  und  erhält  dadurch,  wenn  man  die  partiellen 
Differentialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung  von  F  mit  den  in 
§  40.  angegebenen  Buchstaben  P,  Q,  R,  L,  M,  N,  L' ,  M' ,  N'  und 
die  Differentialquotienten  von  x,  y,  z  nach  s  durch  die  entsprechen- 
den accentuirten  Buchstaben  bezeichnet,  folgende  Gleichung: 

(2)  P.x  -{-  Q.y  +  E.z  =0. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  einfach  die,  dass  die  Normale 
einer  Fläche  rechtwinklig  auf  der  Tangente  jeder  Curve  steht,  die 
durch  den  vermöge  der  Normale  bestimmten  Punkt  der  Fläche  geht. 
Denn  heissen  die  Winkel,  welche  eine  solche  Tangente  mit  den  drei 

JoACHiMSTHAii,  Auwendung  d.  Differentialreclin,  ö 
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Axen  bildet,  a,  ß,  y ,  so  ist  x  =  cos  a,  ?/  =  cos  ß,  z'  =  cos  y,  und 
nennt  man  die  Winkel  der  Normale  mit  den  drei  Axen  a  ,  ß' ,  y  ,  so  ist 

cos  a  ,  ^  =  cos  p  ,  ry  ==  =  cos  y  . 


^pa  4-  (;)-^  _|.  ija  ^p2  4.  (^«  +  JB2  f^    '   ^p2  _|_  (^2  _|.  ij2 

Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  also  so  schreiben : 

cos  a.  cos  a  -f-  cos  ß.  cos  |3'  -}-  cos  y.  cos  /  =  0, 

woraus  das  Obige  sofort  folgt.    Differentiirt  man  ferner  die  Gleichung 
(1)  zum  zweiten  Male  nach  s,  so  erhält  man  zunächst: 

''—-=  Lx  -}-  N'y'  -f-  M'z   oder  =  Z  cos  a  -f-  i\'  cos  /3  -f-  M  cos  y] 

OS 

^  =  iV'  cos  a  4~  M  cos  ß  4-  Z'  cos  y   und 

-^  ==  M'  cos  a  -\-  L'  cos  /!i  4"  N  cos  y. 

Danach    ist    das   vollständige    Differential  der  Gleichung  (2)    nach  s 

folgendes : 

(3)  P.  x"  +  Q.  y"  4-  R.  z"  +  L  cos"'«  +  M  cos^  ß  -^  ^  cos^  y 

-f-  2  //'  cos  ß  cos  7  -|-  2  yl/'  cos  y  cos  a  -\-2N'  cos  a  cos  ß  =  0. 

Wenn  man  nun  die  Winkel ,  welche  der  Krümmungsradius  ;• 
der  im  Eingange  dieser  Entwickelung  genannten  Curve  mit  den  drei 
Axen  bildet,  mit  k  ^  v  bezeichnet,  und  zwar  so,  dass  der  Krüm- 
mungsradius angenommen  wird  als  vom  Curvenpunkte  nach  dem 
Krümmungsmittelpunkte  hin  gehend,  so  ist 

cos  A  =  r.  x" ,  cos  ^  ==  ;\  y" ,  cos  v  =  r.  z" , 

und  man  kann  daher,  wenn  man  sie  mit  r  multiplicii't,  die  Gleichung 

(3)  mit  Anwendung  dieser  Bezeichnungen  so  schreiben: 

(4)  P  cos  K-\-  Qco^^  -\-  Rco^v  -\-rK  =  0,  wenn  K=  L  cos-  a  -f-  yl/cos-  ß 

-(-  iVcos'-y  -\-  2L'  cos/3  cos  y  -f-  2jI/'  cosy  cos«  -\-  2 N'  cos«  cos/S. 

»Setzt  man  noch  statt  P,  Q,  R  ihre  Werthe  durch   die  Winkel  a  ß'  y 
ein:   P=  cos  a  ]/P'^  -f-  0'^  -\-  R' ,  u.  s.  w.,  so  wird 

(5)  j/p2  _j_  Q-i  _|_  ^2  |cosa'  cos  A  -j-  cos/3'  cos^  -f-  cos/  cos  /^)  -f-  r,Ä'=  0, 
und  endlich,  wenn  man  die  Klammergrösse 

cos  a  cos  A  -}-  cos  /3'  cos  ^  -f"  cos  j^'  cos  v 

durch  /.   bezeichnet: 

(6)     r  =  -  l/W+  0'  +  //•-.  ^  • 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man:  Für  einen  Pnnkt  der  Fläche 
sind   constant    sämmtliche  Ditferentialquotienten    P,    Q,   R,   u.  s.  w.. 
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so  wie  die  Winkel  der  Normale  a  ,  ß' ,  y.  Zieht  man  ferner  durch 
diesen  Punkt  zwei  Curven,  welche  in  diesem  Punkt  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  haben,  so  sind  für  diese  Tangente  auch  die 
Winkel  a,  ß,  y  dieselben.  Fixiren  wir  uns  daher  eine  bestimmte 
Tangente  in  dem  Punkte  {x,  y ,  c)  der  (Jurve,  so  bleibt  in  der  Glei- 
chung (6)  für  r  die  ]/ F^  -{-  Q'  -\-  R^  und  der  Nenner  K  constant ;  nur 
die  Grösse  k  kann  sich  verändern.  (Wir  wollen  von  jetzt  nur  die 
ebenen  Schnitte  der  vorliegenden  Fläche  betrachten;  wollten  wir  jed- 
weden Schnitt  in  Erwägung  ziehen,  so  hätten  wir  in  der  folgenden 
Entwickelung  nur  überall  statt  Schnittebene  Schmiegungsebene  zu 
setzen.)  Es  bedeutet  nun  die  Grösse  k  den  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  Normale  des  Punktes  mit  dem  Krümmungshalbmesser 
eines  Schnittes  bildet.  Dieser  Ausdruck  k  ist  demnach  ein  Maxi- 
mum, wenn  dieser  Cosinus  es  ist,  also  wenn  dieser  Winkel  Null 
ist  oder  wenn  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  Normale  zu- 
sammenfällt. Dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  die  Ebene  des 
Schnittes  durch  die  Normale  geht,  d.  h.  wenn  der  Schnitt  Normal- 
schnitt ist.  Also  ist  in  allen  Schnitten,  die  durch  dieselbe 
Tangente  einer  Fläche  geführt  werden,  der  Krümmungs- 
radius des  Normal  Schnitts  der  grösste,  nämlich 

weil  hier  A  =:  1.     Und  hieraus  geht  unmittelbar   die  Formel  hervor: 

(8)   r  =  Q.  cos  (r,  q). 

Dies  ist  der  Meusnier'sche  Satz.  Denn  es  ist  der  Winkel  (r,  (>) 
oder  (r,  A'}  =  90'*  —  (r ,  T),  wenn  N  die  Normale  und  T  die  tixirte 
Tangente  des  Punktes  bedeuten  (cf.  §  45.). 

§  48. 

Da  wir  somit  die  schiefen  Schnitte  absolvirt  haben,  betrachten 
wir  nur  noch  die  Normalschnitte.  Die  einzige  Frage,  die  sich  bei 
der  Gleichung  (7)  darbietet,  ist  die:  Welche  Maxima  oder  Minima 
hat  der  .Ausdruck 

V~F^+Q^'^R^ _^ 

l/COsäa-j-iWcos  =  ^-j-iVcos-y-)-'2i'cosßcosy-f-2M'cosyCOso;4-2iV'cosac03ß 

und  zwar  hat  man  bei  Erledigung  dieser  Frage  nur  die  Winkel  a,  ß,  y 
als  variabel  anzusehen,  da  für  die  verschiedenen  Normalschnitte, 
welche  durch  denselben  Punkt  gelegt  sind,  nur  diese  Winkel  sich 
verändern.  Dabei  bestehen  für  diese  Winkel  folgende  beide  Glei- 
chungen : 

(1)  cos-ß-f-cos'-/3-|-C()s'-;>  =  1  und  (2) /*.  cos«-}- (>■  cos/3-(-.ff.  cos  y=0. 

5* 
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Anmerkung.  Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  dass 
der  vorliegende  Ausdruck  ein  Maximum  und  ein  Minimum  hat,  und 
dass  die  beiden  Tangenten,  für  welche  diese  stattfinden,  auf  einander 
normal  stehen.     Zu  dem  Ende  wollen  wir   die  j/q  bezeichnen  mit  u. 

Denken  wir  uns  nämlich  von  dem  Punkte  xy  z  der  Fläche  aus 
irgend  eine  gerade  Linie  gezogen,  deren  Länge  sein  möge 

wo  in  dem  Nenner  K  die  Winkel  cc,  ß,  y  sich  eben  auf  diese  Linie 
beziehen,  und  nennen  wir  die  Coordinaten  des  Endpunktes  dieser 
Linie  ^  rj  ^,  so  ist  ^  =  w.  cos  cc,  ri  =  u.  cos  ß,  ^  =  ?/.  cos  y ,  wenn  wir 
dabei  die  Voraussetzung  machen,  dass  der  betrachtete  Punkt  auf 
der  Fläche  Mittelpunkt  eines  dem  gegebenen  parallelen  Coordinaten- 
systems  ist.  Befreit  man  nun  die  Gleichung  für  u^  vom  Nenner  und 
setzt  in  ihn  die  Grössen  t,rit,  ein,  so  erhält  man: 


Zg2  ^  ^^2  _f_  ^^2  J^2 L'nt,  +  2M'U  +  2^'^V  =  yP'  +0'  +  ^S 
d.  h.  wenn  man  so  wie  den  ersten  Strahl  vom  Punkte  x  y  z  aus  alle 
möglichen  Strahlen  von  da  aus  zieht  und  auf  ihnen  die  passenden 
Längen  aufträgt,  so  bilden  ihre  Endpunkte  eine  Fläche  zweiten 
Grades,  für  welche  jener  Punkt  Mittelpunkt  ist.  Bei  der  Frage  der 
Krümmungsradien  handelt  es  sich  aber  nur  um  diejenigen  unter 
diesen  Strahlen,  welche  in  der  Tangentialebene  des  auf  der  Fläche 
betrachteten  Punktes  liegen:  die  Winkel  a,  ß,  y  beziehen  sich  nur 
auf  Tangenten.  Wir  haben  demnach  auch,  um  die  Werthe  von  q 
zu  bestimmen,  nicht  sämmtliche  Diameter  dieser  Fläche  zweiten 
Grades  in  Betracht  zu  ziehen,  sondern  nur  diejenigen,  welche  in 
der  Tangentialebene  des  betrachteten  Punktes  liegen.  Diese  Tan- 
gentialebene ist  aber  für  die  Hilfsfläche  zweiten  Grades  eine  Dia- 
metralebene, schneidet  also  aus  ihr  einen  Kegelschnitt  aus.  Jeder 
Kegelschnitt  mit  einem  Mittelpunkte  hat  eine  grösste  und  eine  kleinste 
Axe,  welche  auf  einander  normal  stehen.  Daraus  folgt  unmittelbar, 
dass  der  Ausdruck  für  q  (7)  einen  grössten  und  einen  kleinsten  Werth 
hat,  und  nicht  mehr,  und  dass  sie  sich  auf  zwei  Tangenten  in  der 
Tangentialebene  beziehen,  welche  auf  einander  normal  stehen.  — 
Um  nun  diesen  Maximums  -  und  Minimumswerth  von  q  zu  finden, 

haben  wir,    weil    der  Zähler  des  Ausdrucks  ^    - —   constant 

ist,  nur  den  Nenner  K  zum  Minimum  oder  Maximum  zu  machen. 
Schreiben  wir  statt  der  cos  der  drei  Winkel  a,  ß,  y  der  Kürze  halber 
^)  ß}  V }  so  haben  wir  also  die  Grösse 

La^  4-  Mß"^  +  Ny'  +  2L'ßy  -f  2M'ya  -f  2N'aß 
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zum  Minimum  oder  Maximum  zu  machen,  wobei  die  beiden  Glei- 
chungen a-  +  /5-  +  y^  =  1  und  Pa  -\-  Qß  -\-  Jly  =  0  bestehen.  Man 
hat  also  hier  eine  sogenannte  Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder 
Minimums  zu  lösen,  was  so  geschieht: 

Man  addire  zu  der  Grösse  K  die  beiden  ßedingungsgleichungen, 
jede  mit  einer  constanten  Grösse  multiplicirt: 

Za^  +  Mß"^  +  iVy2  _j_  2L'ßy  -f  2M'ya  +  2N'aß  +  ^(a^  +  /S^  +  y""-—  1) 

4-  2«' {Pa  -^Oß  +  Ry)  =  0, 

diese  Gleichung  difFerentiire  man  nach  den  drei  Variabein: 

(9)  La  +  N'ß  -f  M'y  +  £«  +  bP=  0    N'a  -f  Mß  +  L'y  -f  f/3  +  a'Q^Q 

M'ci  +  L'ß  -\-Ny-\-iy-\-BR  =  () 
und  aus  diesen  hat  man  a,  ß,  y  zu  bestimmen. 

Wir  multipliciren  sie  zunächst  der  Reihe  nach  mit  a,  ß ,  y  und 
addiren  sie,  wodurch  wir  a  finden:  K -\-  s.  1  -f-  e'.  0  =  0,  also  e  =  —  K. 
Substituiren  wir  dies,  so  werden  die  Gleichungen  (9) 

(10)  {L  —  K)  a-\-N'ß-\-M'y=  —  s'P    N'a  +  {M—K)  ß  +  L'y=  —  8Q 

M'a  +  L'ß  +  {N~K)  y=  —  s'R. 

Bestimmen  wir  aus  diesen  Gleichungen  a,  ß,  y,  so  erhalten  wir, 

L  —  KN'         M' 


wenn  wir  den  gemeinsamen  Nenner 


N' 


M- 
L' 


KL' 
N—K 


=  A  setzen: 


—  K-/l.a  =  P{{M--K).  {N—K)  —  L"^) 
+  Q  {{L'M'  —  N\N—K))  +  R  {n'  L'  —  M'  [M  —  K)) 

—  X-A.ß^P  {L' M'  —  N'\N  —  K)) 

+  Q  ((iV  —  K){L-K)  —  M"^)  -f  R  (M' N'  —  L'{L-  K)) 

—  X-A.y  =  P  (N'L'  —  M'{M—K)) 

-f  0  {M'N'  —  L'  {L  —  K))  -f  i?((Z  — Ä')(^— ^)~^'2). 
Multipliciren  wir  diese    drei   Gleichungen    der   Reihe    nach    mit 
P,  0,  Ry  und  addiren,  so  kommt vZl.O,  d.  i. 


0  = 

(11) 


[p2  {{M—  K)  (iV—  K)  —  Z'2)  -f  ^2  ({N—  K)  (L  —  K)  —  M"') 
)  +  R''  ((Z  —  K)  (M—  K)  —  iV'2) 

-\-2QR{M'N'--L'  {L  —  K)) +  2RP{N' L'  —  M' {M  —  K)) 

+  2PQ  (r  M'  —  N'  {N—K)) , 
welche  Gleichung  in  Beziehung  auf  K  offenbar  vom  zweiten  Grade 
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ist.  Die  Wurzeln  derselben  (die  sich  auf  das  grösste  und  J^leinste 
Q  beziehen),  seien  ^,  und  Ä'2,  und  es  ist  somit 

Q\  = ^ unrt  Q2  = ^ L^i  <  ^2] 

der  Werth  des  grössten  und  des  kleinsten  Krümmungsradius  aller- 
Normalschnitte,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Fläche  gelegt 
werden  können. 

§49. 

In  Beziehung  auf  die  Gleichung  (11)  bleibt  uns  noch  nachzu- 
weisen, dass  sie  stets  zwei  reelle  Wurzeln  hat.  Wir  verbinden  da- 
mit den  Beweis  dafür,  dass  die  Werthe  der  Winkel  «,  ß,  y,  die  man 
vermittelst  der  Gleichungen  (10)  aus  diesen  beiden  Wurzeln  K^  und 
K2  bestimmen  kann,  zu  zwei  Linien  gehören,  die  auf  einander  nor- 
mal stehen.  Man  findet  die  Winkel  «,  ß,  y,  welche  zu  dem  einen 
K  gehören,  aus  (10),  und  eliminirt  dann  noch  die  Grösse  «'  mittelst 
der  Gleichung  cos*  « -f- cos^ /3 -j- cos^  y  =  1.  Man  setze  dann  statt 
des  ersten  K  das  andere  ein,  und  erhält  dadurch  ein  zweites  System 
K,  ß,  y,  welches  zu  einer  andern  Tangente  gehört.  Es  seien  a^,  ß^,  y^ 
die  Werthe  von  cos  a,  cos  ß,  cos  y ,  welche  zu  dem  Wurzelwerthe 
K^  gehören,  und  nr.,,  ß,,,  y.^  die,  welche  zu  K^  gehören.  Dann  haben 
wir  die  Gleichungen  (10) 

(Z-Ä-,)«,  +  N'ß,  +  M'y,  =  -  ,;p 
und  zwei  ähnliche,  oder  wie  wir  schreiben  wollen: 

Z«,  +  N'ß,  +  M'y,=  -  s;P  -f  K, «, 

(12)      N'  a,  +  Mß,  +  ZV,  =  -  f,'  O  +  A\ß, 

M'a,  +  L'ß,  -f  yVy,  =  -  e,' B  +  Ä^.j^, 

Lk,  +  s\'ß.,  -\-  M'y.^==  —  f.;/^+  Ii.,ri, 

(12='=)     N'a,  +  Mß,  +  ZV2  =  -  5,'  0  +  k\ß, 

M'a,  +  L'ß,  -f  Ny,  =  -  £,'/?  +  A\y, 

Multipliciren  wir  das  System  (12)  der  Reihe  nach  mit  or^,  /S,,  y.,, 
und  addiren,  so  erhalten  wir: 

La,a,  +  ß/ß,ß,  +  Ny^y,  +  L'(ß,y^  +  y,/3,)  -f  M' (y.c,,  +  a,y,) 
-\-N'(a,ß,-^ß,y,)  =  -s;{Pa,-^Oß,-\-ny,)-{-l{,{a,a,-^ß,ß,-j-y,y,), 

wo  noch  dasGlied  — £,'(Z'«^,-f  0/5, 4-/2 y.,)  =  0  ist,  weil/^«-f  ()ß-\-By^(). 
Aehnlich  erhält  man  aus  (12*) 

Z«,«,  +  Mß,ß,  +  Ny,y,  +  L'(ß,y,  +  y,ß,)  -f  3J'{y,a^  +  a,y,) 

+  N'{aJ,-\-ß,y,)==-s,'{Pa,-^Oß,-j-ßy,)-\-Ar,(a,(,,^ß,ß,-\-y,y,), 

und  da  wiederum  —  s.;^{Pa^  -f  (>/3,  -^  7?;^^)  =  0  ist,  so  ist  drittens 
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(18)  A',  («,  a,  -\-ß,ß,-\-  Y,  Y,)  =  Ä-,  («i  a,  +  ^,  ^,  +  y,  y,) 
oder  (/r,  -  A-,)  («1  a,  +  /3,  /3,  +  y^  y,)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  erstens  dadurch  erfüllt  werden,  dass 
f^^ — Ä',  =  0  ist,  d.  h.  dass  die  Gleichung  (11)  in  jedem  Falle  zwei 
gleiche  Wurzeln  hat.  Dies  ist  zunächst  unwahrscheinlich.  Man  kann 
sich  aber  auch  sehr  leicht  davon  überzeugen,  dass  dies  nicht  der 
Fall  ist,  indem  man  ein  specielles  Beispiel  wählt,  etwa  die  Fläche 
x^ -\- tj'  —  2z  =  0,  für  diese  die  Gleichung  (11)  bildet  und  deren 
Wurzeln  sucht,  wobei  man  linden  wird,  dass  diese  nicht  gleich  sind. 
Diese  Hypothese  ist  also  ausgeschlossen.  Es  bleibt  nur  noch  übrig, 
dass  zweitens 

(14)  «,«,  +  ^,/3o  +  y,^,  =  0, 

d.  h.  dass  die  beiden  Tangenten,  zu  denen  die  Krümmungshalb- 
messer gehören,  auf  einander  normal  stehen.  Aus  dieser  Gleichung 
folgt  zugleich  fast  von  selbst,  dass  die  quadratische  Gleichung  (11) 
nur  reelle  Wurzeln  hat.  Wenn  man  nämlich  die  Winkel  a  ß  y  in 
der  oben  angegebenen  Weise,  vermittelst  der  Gleichungen  (10)  und 
der  Gleichung  cos'  n  -f-  cos'-' /3  -\~  cos"-' y  =  1  darstellen  wollte,  so 
würde  man  finden:  «i ,  ^i ,  ^i  sind  gerade  solche  Functionen  von  Zj, 
wie  «2,  ß.,,  y.,  von  /i.,.  Setzt  man  also  «,  =  95  i^\) >  so  würde 
a.^^=  (p{K^.  Gesetzt  den  Fall,  A',  und  !{.,  wären  imaginär,  so 
müsstc  A'j  die  Form  haben  a  -f-  '«  •«  und  K^  die  Form  a  —  a  .i.  Es 
würde  also 
«j  =  qp  [a  -\-  ci'.i),  ci2=^  (p  {a  —  u'.i)  oder  c(^  =  A  -\-  Ä .i,  cc.,  =  //—  ÄJ, 

und  demgemäss  K^.c(.y=  Ä- -\- Ä- ,  also  wesentlich  positiv.  Ebenso 
würde  auch  ßiß-,  und  y^y^  wesentlich  positiv  werden.  Da  aber  die 
Summe  positiver  Grössen  nicht  Null  werden  kann,  so  müssen  beide 
/»'  reell  sein. 

§  50. 

Wir  wollen  nun  noch,  ehe  wir  die  gewonnenen  Resultate  an- 
wenden, eine  Gleichung  ableiten,  die  allerdings  zur  wirklichen  Be- 
rechnung der  Krümmungsradien  viel  unbrauchbarer  ist  als  die  Glei- 
chung (11),  aber  oft  gegeben  wird.  Sie  macht  die  Voraussetzung, 
dass  die  Gleichung  der  Fläche  nach  der  einen  Coordinate  aufgelöst 
ist:  (p{x,tj)  —  z  =  0.  Bildet  man  von  dieser  Gleichung  der  Fläche 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung, 
so  erhält  man 

p  =  cp'  (x)     q  =  9)'  (y)     r  =  (p"  (.1;)     s  =  cp"  {x,  ,j)     l  =  (p"  {y) ; 
es  ist   somit 
P  =  p,  Q==q,  R  =  —  \;  L=^r,  M=t,  iV=0;  Z'  =  0,  i/'  =  0,  N'=s. 
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Somit  wird  die  Gleichung  (11) 

0=^  —  p' K {t—K)  —  q'^ K  {r  —  K)-^{r  —  K)(t  —  K)-s^  ■\-2pqsK 
oder,  nach  K  geordnet 

Multiplicirt    man    diese    Gleichung    mit    (1  -f-  P^  +  (Z ')  >    dividirt    sie 

durch  Ä'-  und  setzt  alsdann  q  =  —    4^  ein ,  so  wird  sie : 

0  =  (r/  -    s^)  p2 

-{(14-./0r-2M*'  +  (l+i^^)4/H^+?.()  +  (l+/^^  +  ^/y-'. 
Will  man  jedoch  diese  Formel  benutzen,  so  hat  man,  weil  man 
die  Gleichung  der  Fläche  nach  z  auflösen  muss,  sehr  viel  Rechnung, 
und  diese  wird  schon  beim  EUipsoid  so  complicirt,  dass  Dupin,  der 
sie  angestellt  hat,  ganz  überrascht  war,  dass  das  Endresultat  nach 
so  vielen  Gleichungen  ein  so  einfaches  ist.  Uebrigens  lässt  sich  an 
diese  Form  der  Gleichung  noch  die  Bemerkung  knüpfen,  dass  eine 
Fläche  in  jedem  Punkte  entgegengesetzte  Hauptkrümmungen  hat,  in 
welchem  sie  von  ihrer  Tangentialebene  geschnitten  wird.  Denn  be- 
zeichnet man   die  beiden   Krümmungsradien  mit    pj   und   p.^,    so  ist 

aus  der  obigen  Gleichung  (>!•  (>2  =  f_i         ^^^  dieser  Ausdruck 

wird   negativ,   d.  h.  Q^  und  q,,  haben  entgegengesetztes  Zeichen,   so- 
bald r( — S'  negativ  ist  (cf.  §  39.). 

Noch  eine  andere  specielle  Form,  die  nicht  ohne  Interesse  ist, 
gilt  für  den  Fall,  dass  in  der  Gleichung  der  Fläche  F{x,  y ,  z)  =  0 
die  Variabein  getrennt  sind,  dass  sie  also,  wenn  X  eine  Function 
von  X  allein,  Y  eine  Function  von  tj  allein,  Z  eine  Function  von  z 
allein  bedeutet,  die  Form  hat  X -\-  Y  -\-  Z  =  0,  wie  dies  z.  B.  bei 
den  Paraboloiden  und  den  Flächen  zweiten  Grades  der  Fall  ist, 
welche  einen  Mittelpunkt  haben.     Es  wird  nämlich  alsdann 

p=X,Q=Y',E  =  Z']L  =  X",  M=  Y",  N=Z" ;  L'  =  0,  M' =0,  N'=(), 

und  somit  die  Gleichung  (11) 

oder  wenn  man  mit  dem  Producte  (Z  —  K)  {M — K)  {N — K)  dividirt: 

p2  Q2  jfJ2  _X'2  Y'2  ^2 

0  =  -^-^+  ^^  +  ^_^  oder  endlich  0  =  ^^^+  y-=:^+  ^^rg  " 

Zum  Beispiel  wird  für  die  Flächen  zweiten  Grades,  welche  einen 
Mittelpunkt  haben,  und  die  in  der  Gleichung 

enthalten  sind,  jeder  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  gegeben  durch 
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wo   man  für  /T  nacheinander  die  beiden  Wurzeln   der  quadratischen 
Gleichung  0  =  ^^^^  +  rZT^  "f"  C—K  umzusetzen   hat. 

Auch  über  die  Richtung,  in  welcher  bei  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  die  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Hauptkrümmungsradien  zu 
liegen  kommen,  können  wir  uns  leicht  Aufschluss  verschaffen.  Nach 
der  Formel  (7)  ist  der  Krümmungsradius  irgend  eines  Normalschnittes 
gegeben  durch  die  Gleichung 

yp^  +  Q^-^W 

^        L  cos'^  a  -f  Mcos^  ß + iVcos*  y  +  22j'  cos  |3  cos  y  +  2M'  cos  y  cos  a  +  2N'  cos«  cos  ß 

/J.2  /J.2  Z^  -1  n 

Hiernach   erhält  man    z.   B.   für  das  Ellipsoid  ^+tf~1~^  —  1  =  0 
folgenden  Ausdruck: 


(>  = 


/ 


(^4  -1-  fti  -r 


^  cos2  «  +  -^2  <50s'  ß+^  cos2  y 


12    -""     f      I      c2 

Die  Ausdrücke  in  Zähler  und  Nenner  sind  leicht  zu  interpretiren. 
Legt  man  nämlich  an  den  betreffenden  Punkt  (x,  y ,  z)  eine  Tangen- 
tialebene, so  ist  die  Gleichung  derselben  ^+7^  "1"  ^ — 1=0. 
Daraus  folgt:   die  Entfernung  p  des  Mittelpunktes  des  Eilipsoids  von 

dieser  Ebene  ist 

1 


der  Zähler  des  Aiisdrucks  für  q  ist  also  der  reciproke  Werth  von  p. 
Da  ferner  k,  ß,  y  die  Winkel  sind,  welche  die  Tangente  des  Nor- 
malschnitts mit  den  drei  Axen  bildet,  so  sind,  wenn  man  dieser 
Tangente  einen  Radius  des  Eliipsoids  parallel  zieht  und  seine  Länge 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Fläche  mit  d  bezeichnet,  die  Coordinaten 
seines  Endpunktes  ^cos«,  dcosß,  d  cos  y ,  für  welche  die  Gleichung 
des  Eilipsoids  gelten  muss,  so  dass  also 

(cos'a    I    cos^ß  j^  cos^y)         -.  r^ 

ist.  Demnach  ist  zweitens  gefunden:  der  Nenner  von  q  ist  der 
reciproke   Werth   von  d"^.     Es    ist  also   der   Krümmungsradius  jedes 

Normalschnittes  q  =  —,  wo  d  der  Radius  ist,  der  der  Tangente  des 

Normalschnitts  parallel  geht,  und  p  die  Entfernung  der  Tangential- 
ebene vom  Mittelpunkte.  Für  das  System  aller  Normalschnittc, 
welche  in  einem  Punkte  des  Eilipsoids   möglich   sind,   bleibt  mm  p 


d^f 
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nngeändert,  d  beschreibt  eine  Ellipse  parallel  der  Tangentialebene: 
daraus  geht  hervor  ^  welches  die  Richtungen  der  grössten  und  kleinsten 
Krümmung  sein  werden:  man  hat  für  sie  nur  die  Hauptaxen  des 
Diametralschnitts  zu  bestimmen.  Wir  haben  also  den  Satz :  Bei 
einem  Ellipsoid,  oder,  da  die  Vorzeichen  von  ä- ,  h'^,  c-  nicht  in  Be- 
tracht gekommen  sind,  allgemein:  Bei  jeder  Fläche  zweiten 
Grades  mit  einem  Mittelpunkte  erhält  man  die  Richtun- 
gen des  am  meisten  und  des  am  wenigsten  gekrümmten 
Normals  chnitts  ,  indem  man  zuerst  die  Hauptaxen  desjenigen  Dia- 
metralschnitts bestimmt,  der  der  Tangentialebene  parallel  ist,  und 
vom  gegebenen  Punkte  der  Fläche  aus  Tangenten  zieht,  welche 
diesen  Axen  parallel  sind. 

Es  erledigt  sich  hier  zugleich  eine  andere  Frage  für  diese  drei 
Flächen:  Giebt  es  Punkte  auf  ihnen,  wo  alle  Normalschnitte  dieselbe 
Krümmung  haben?  Dies  kann  nur  da  sein,  wo  die  Tangentialebene 
parallel  ist  den  Kreisschnitten.  Wir  kommen  bald  noch  auf  solche 
Punkte,  die  man  Nabelpunkte  (besser  sphärische  Punkte  nennt) 
zurück,  und  bemerken  nur,  dass  das  Ellipsoid  ihrer  vier  hat,  welche 
in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe  liegen. 

§  51. 

Wir  wollen  unsre  Formeln  nun  noch  specialisiren  für  die  Ro- 
tationsflächen. Eine  Rotations-  oder  Revolutions-fläche  ist 
eine  Fläche,  die  entsteht,  indem  eine  Curve  sich  um  eine  Axe  be- 
wegt. Jeder  Punkt  der  rotirenden  Curve  erzeugt  bei  der  Bewegung 
einen  Kreis,  dessen  Ebene  durch  die  auf  ihr  normale  Axe  im  Mittel- 
punkte getroffen  wird.  Daraus  folgt,  dass  es  nicht  zwei  Arten  von 
Rotationsflächen  giebt:  es  sind  diejenigen,  welche  durch  Rotation 
einer  Curve  doppelter  Krümmung  oder  einer  ebenen  Curve  um  eine 
nicht  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  erzeugt  werden,  dem  Wesen  nach 
nicht  verschieden  von  denjenigen,  welche  durch  Rotation  einer  ebenen 
Curve  um  eine  in  ihrer  P^bene  liegende  Axe  entstehen,  und  es  lassen 
sich  alle  Rotationsflächen  auf  diese  letztere  Entstehungsart  zurück- 
führen. Denkt  man  sich  nämlich  irgend  eine  Curve  um  irgend 
eine  Axe  rotircn  bis  sie  die  Rotation  vollendet,  und  in  der  ent- 
stehenden Fläche  einen  ebenen  Schnitt  durch  die  Rotationsaxe  ge- 
legt, so  erhält  man  dadurch  diejenige  ebene  Curve,  deren  Rotation 
um  dieselbe  Axe  dieselbe  Fläche  hervorbringt. 

Wollen  wir  nun  die  Hauptkrümmungsradien  einer  jeden  Rotations- 
fläche finden,  siehe  Fig.  16,  so  kommt  es  zunächst  darauf  an,  die 
Gleichung  dieser  Art  Flächen  aufzustellen.  Die  Gleichung  der  ro- 
tirenden Curve,  welche  wir  als  eben  annehmen,  wird,  wenn  wir  die 
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Rotationsaxe  zur  z  Axe  wählen,  die  Form  haben  z==f{^).  Wenn 
diese  Curve  rotirt,  so  behält  während  der  Rotation  jeder  Punkt  un- 
verändert sein  z,  es  ändern  sich  aber  die  beiden  andern  Coordinaten 
X  und  y,  so  jedoch,  dass  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  z  Axe 
nämlich  ]/x^  -f-  y'^  immer  dieselbe  bleibt  und  zwar  %.  Es  ist  also 
die  Gleichung-  jeder  Rotationsfläche,  wenn  die  r  Axe  Rotationsaxe 
ist,  z  =  f  {]/x~  -f-  y')  oder  auch  z  ==  cp  {_x~  -f-  y'-),  d.  h.  in  der  Glei- 
chung der  Fläche  kommen,  wenn  man  sie  nach  z  autlöst,  die  Coor- 
dinaten X  und  y  nur  so  vor,  dass  sich  der  ganze  Ausdruck  immer 
in  x"^  -f-  y-  und  dessen  Potenzen,  Vielfache  u.  s.  w.  zusammen- 
fassen lässt. 

Wir  wollen  in  der  folgenden  Untersuchung  die  Gleichung  der 
Fläche  so  schreiben:  2::==/(^)  wo  §- =  a;- -f- y-,  und  wenden  nun 
zur  Auffindung  der  Halbmesser  der  grössten  und  kleinsten  Krümmung 
im  Punkte  {x,  y ,  z)  die  erste  in  §  50.  erwähnte  Form  der  allge- 
meinen Gleichung  (11)  an,  weil  die  Gleichung  der  Fläche  nach  z 
aufgelöst  ist.  Wir  bilden  uns  zu  dem  Ende  die  Differontialquotienten 
erster  und  zweiter  Ordnung: 

P  =  /■'«).  i  *  =  /■■  (5).  II ;   -■  =  r(5). (^1)'+  /•(«). £i 

» =  r  (i).  fl  ■  1  +  /■■  (I).  ^11^  >  =  /■"  (£).  (yy  +  /■'  (i).  p  ■ 

Dabei  ist 

^  dx  ^  dy       -^ 

und  folglich 

\drJ  "T-  5  g^.2  —  -•  ?  ^^    dy^^dx.dy~     '   Vt//     1"  5  ^,y,  —  1  , 
also 

Diese  Ausdrücke  hätten  wir  nun  in  die  oben  erwähnte  Gleichung 
für  Q  einzusetzen,  und  wo  möglich  die  dadurch  entstehende  Gleichung 
zu  vereinfachen.  Dies  Letztere  ist  möglich,  und  man  kann  es  sogar 
durch  eine  einfache  Betrachtung,  bevor  man  die  Ausdrücke  einsetzt. 
Da  nämlich  im  Laufe  eines  Parallelkreises  die  Rotationsfläche  an 
einem  Punkte  so  wie  im  andern  ist,  so  können  wir  für  die  folgende 
Entwickelung  einen  beliebigen  Pvmkt  eines  solchen  Parallelkreises 
zu  Grunde  legen  und  das  Resultat  wird  allgemein  für  jeden  Punkt 
des   Parallelkreises  gelten.     Wir  wählen,    weil   dadurch    die   Unter- 


\ 
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Buchung  am  einfachsten  wird,  denjenigen  Punkt,  wo  die  Fläche  die 
za;  Ebene  schneidet:  dort  ist  y  =  0  also  x  ==  i,  und 

Danach  wird  die  Gleichung  für  q 

^-f-  Q'-(r  +  (1  +  n  9  /r+7"^.  (>  +  (i  +  nf==  o, 

welche  wir  auch  so  schreiben  können: 

o    / 1 VT+n  ,  (1 + nh  „  ,  g(i  +  n'  _ n 

Q  —  \^ f 1 f" — J  Q  H j^ 'J; 

in  welcher  Form  man  sogleich  erkennt,  dass  die  beiden  Wurzeln 
für  Q  sind 

«^^'  und  "+.P^ . 

Da  die  Gleichung  2-t==;/'(|)  die  der  Meridiancurve  ist,  so  ist 
die  zweite  Wurzel  q  zugleich  der  Krümmungsradius  des  Meridians; 
mithin  ist  der  Krümmungsradius  des  Meridians  der  Krümmungsradius 
eines  Hauptschnitts.   Der  zweite  Hauptschnitt  steht  normal  auf  diesem. 

Sein  Krümmungsradius  ist  ~ — P~^7  ein  Ausdruck,  welcher  sich  auch 

leicht  geometrisch  deuten  lässt.  Denkt  man  sich  nämlich  an  die 
Meridiancurve  im  Punkte  (|,  z)  eine  Tangente  gezogen,  welche  die 
zAxe  unter  dem  Winkel  a  schneidet,  so  ist  auch  der  Winkel  der 
Abscisse    |    mit    der    Normale    des    vorliegenden    Punktes    gleich   a. 

T/t    I    f'i  < 

Es  ist  aber  /'  =  cot  a ,  also  — 5^^—  == und  mithin  die  Grösse 

'  f  cos« 

des    zweiten    Hauptkrümmungshalbmessers  =  —2—,    d.   i.    gleich   der 

Normale  vom  Curvenpunkt  bis  zur  z  Axe.  Wir  haben  also  folgen- 
den Satz: 

Die  Hauptkrümmungsradien  in  einem  Punkt  einer 
Umdrehungs fläche  sind  an  Länge  gleich  dem  Krümmungsradius 
des  Meridians  in  jenem  Punkte  und  resp.  dem  Stück  der  Normale 
des  Meridians  in  jenem  Punkte,  welches  zwischen  dem  Punkte  und 
der  z  Axe  liegt.  Dass  die  Hauptschnitte  selbst  bezüglich  der  Me- 
ridian und  der  auf  ihm  normale  Schnitt  sind,  ist  evident. 

Was  sich  hier  gezeigt  hat,  dass  nämlich  die  beiden  Wurzeln 
von  Q  reell  sind,  gilt  allgemein:  es  lässt  sich  beweisen,  dass,  so 
lange  p,  q,  r,  s,  1  selbst  reell  sind,  auch  die  beiden  Werthe  von  q 
reell  sind.  Der  Beweis  gründet  sich  darauf,  dass  der  Radicand  der 
Quadratwui'zel,  welche  in  dem  Ausdruck  für  q  sich  ergiebt,  sich  in 
eine  Summe  positiver  Grössen  zerlegen  lässt.  Der  Radicand  lautet 
nämlich 
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((1  -\-lf^)t-2pqs  +  (1  +  q-")  r)'  i±4+^  _  (1  +  p2  4_  ,/)2  (;7-.0; 
und  dies  ist,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt: 

+  4(l  +  p'  +  ,^)  {jf^-4l  • 


§52. 

Aufgabe.  Wie  findet  man  allgemein  diejenigen  Punkte  einer 
Fläche,  in  welchen  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  und  folglich 
auch  alle  Krümmungsradien  einander  gleich  sind,  oder:  Wie  findet 
man  die  Nabelpunkte  einer  Fläche  allgemein?  (Cf.  §  50.  extr.) 

Die  erste  Ueberlegung  führt  darauf,  dass  auf  jeder  Fläche  un- 
zählig viele  Punkte  sind,  in  denen  die  beiden  Hauptkrüramungsradien 
einander  gleich  sind.  Denn  ausserdem,  dass  sie  der  Gleichung  der 
Fläche  genügen  müssen,  haben  sie  dem  Anschein  nach  nur  noch 
eine  Gleichung  zu  befriedigen,  nämlich  die:  der  zu  Ende  des  vor. 
Parag.  erwähnte  Radicand  ==  0.  Da  somit  für  die  Coordinaten  x,  y,  z 
nur  zwei  Gleichungen  existiren,  so  würde  es  dem  entsprechend  auf 
jeder  Fläche  eine  ganze  Curve  von  Nabelpunkten  geben.  Dass  dies 
aber  nicht  der  Fall  ist,  folgt  daraus,  dass  der  Radicand  als  Summe 
von  nothwendig  positiven  Grössen  (abgesehen  von  seinem  Factor) 
nicht  Null  werden  kann,  ohne  dass  seine  beiden  Glieder  einzeln  Null 
sind:  ausser  der  Gleichung  der  Fläche  existirt  also  für  die  Nabel- 
punkte nicht   blos   noch  eine  Gleichung,  sondern  die  beiden,  welche 

aus   ihr   entstehen:    .  _j_    §  —  s  =  0    und    (1  -\-  p-)t  —  (1  +  q^)  r  =  0, 

welche    beide    wir    auch   so   schreiben    können :   -— j — ^  =  —  =  — ; — „• 

1  +  2J2       pq       i  +  g* 

Das  heisst: 

Die  Fläche  z  =  f{x,  y)  hat  Nabelpunkte  da,  wo  die  drei  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten  von  z  nach  x  und  y,  nämlich  r,  s,  t 
proportional  sind  bezüglich  den  Ausdrücken:   ^  -{-p^,  pq,  \  -\- q"^. 

Eine  andere  Ableitung  hierfür  ist  folgende.  Nach  der  Formel  (7) 
ist  der  Krümmungsradius  irgend  eines  Normalschnitts 

9—  ^  > 

oder  wenn  man  sich  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form  z  =/  {x,  y) 

gebracht  denkt:    o  = -. — ,  /  "!" ^       1  ,  , — ^,  worin  für  a,  ß,  y 

die  Gleichungen  gelten 

cos^  a  -j-  cos"'^  ß  -j-  cos^y  =1    p  cos  u  -\~  q  cos  ß  =  cosy, 
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oder  mit  Elimination  von  cos  y: 

(1  -f-  P')  cos^  a  -\-  2pq  cos  a  cos  ^  +  (1  +  (/^)  cos'  ß  ==  l. 

Für  einen  Nabelpunkt  sollen  nun  alle  Normalschnitte  dieselbe  Krüm- 
mung haben.  Es  rauss  also  in  dem  Ausdrucke  für  q,  weil  der  Zähler 
für  jeden  Punkt  der  Fläche  constant,  der  Nenner  immer  denselben 
Werth  beibehalten,  welche  Werthe  man  auch  dem  cos  a  und  cos  ß 
beilegt,  vorausgesetzt,  dass  diese  der  aufgestellten  ßedingungs- 
gleichung  für  cos  a  und  cos  ß  genügen.  Es  ist  also  die  Frage :  in 
welchem  Falle  wird  der  Ausdruck  r  cos^  u  -\-  2s  cos  a.  cos  /5  -f-  /  cos^  j3 
beständig  denselben  Werth  beibehalten,  während  für  a  und  ß  nur 
die  Gleichung  stattfindet 

(1  -f-  p-)  cos-  a  -{-  2pq  cos  a  cos  /3  -f-  (1  -f-  q'^)  cos-  ß  =  1. 

Der  Werth  des  Nenners  sei  beständig  gleich  A,  so  ist  also 

r  cos-  cc  -\-  2s.  cos«,  cos  ß  -\-  t.  cos-  ß  =  k. 

Andrerseits  haben  wir  aus  der  Bedingungsgleichung 

A  (1  -]-  ;j-)  cos-  a  -j-  2 ^.pq  cos  a  cos  ß  -\-  k  (1  -\-  q"^)  cos^  /3  =  A. 

Damit  also  die  erste  Gleichung  nicht  nur  für  eine  Anzahl  Werth- 
systeme  von  a  und  ß,  sondern  für  jeden  beliebigen  Werth  von  u 
und  den  vermöge  der  zweiten  Gleichung  dazu  gehörigen  von  ß  be- 
stehe, müssen  sich  a  und  ß  aus  beiden  Gleichungen  nicht  bestimmen 
lassen,  die  beiden  Gleichungen  müssen  identisch  sein,   d.  h. 

r  =  A  ( 1  -f-  >f>^)     s  =  A  pq     t  =  ?.  (1  -}-  q"^) ,  wie  oben. 


B.  Die  Oleiclmng  der  Flüche  sei  gegeben 
in  der  Form  (3)  (§  24). 

5.  Einleitendes. 
§  53. 

Nachdem  wir  bis  jetzt  bei  den  Untersuchungen  über  die  Flächen 
die  Form  F  (x,  y ,  r)  =  0  der  Gleichung  oder  die  speciellere  z  =  f{x,  y) 
zu  Grunde  gelegt  haben  (cf.  §  28.),  wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass 
die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  folgenden  Systems  gegeben 
sei:  Jede  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  x,y,z  als 
Functionen  zweier  neuen  Grössen,  die  wir  durch  ii  und  v 
bezeichnen  wollen.  Lösen  wir  jetzt  die  Aufgaben,  die  wir  bisher 
für  rechtwinklige  Coordinaten  gelöst  haben,  für  diese  neue  Form 
der  Gleichung,  so  bekommen  wir  in  gewisser  Weise  weitläufigere, 
in  gewisser  Weise  aber  auch  viel  symmetrischere  Formeln.     Wir  re- 


—     79    — 

capituliren  zunächst  kurz,  was  über  diese  Art  der  Darstellung  einer 
Fläche  in  den  §§  24.  bis  27.  gesagt  ist. 

Betrachtet  mau  in  den  drei  Gleichungen,  welche  die  drei  Coor- 
dinaten  x,  y,  z  als  Functionen  von  it  und  v  geben,  zunächst  n  als 
constant,  dagegen  v  als  veränderlich,  so  erhält  man  eine  Curve, 
welche  auf  der  Fläche  liegt.  Zu  jedem  Werthe  von  ti  wird  eine 
solche  Curve  gehören,  in  deren  Gleichungen  v  die  unabhängige 
Veränderliche  ist,  und  jede  solche  Curve  wollen  wir  nennen  eine 
Curve  V.  Ebenso  wollen  wir  eine  Curve,  welche  sich  durch  die 
Annahme:  v  constant,  also  u  variabel,  ergiebt,  nennen  eine  Curve  U. 
Sämmtliche  Curven  V  ordnen  sich  in  ein  System,  und  sämmtliche 
Curven  U  in  ein  zweites,  so  dass  also  die  ganze  Fläche  mit  zwei 
Systemen  von  Curven  überzogen  gedacht  wird.  Jeder  Punkt  der 
Fläche  wird  alsdann  gegeben  als  Durchschnitt  einer  gewissen  Curve  V 
in  eine  gewisse  Curve  U]  und  jede  andere,  nicht  zu  diesen  beiden 
Systemen  gehörige  Curve  auf  der  Fläche  wird  gegeben  durch  eine 
Gleichung  zwischen  den  Veränderliehen  u  und  v. 

Betreffs  der  schon  früher  erwähnten  Beispiele  der  Kugel  und 
des  dreiaxigen  EUipsoids  wollen  wir  noch  anführen,  dass  unter  den 
unzähligen  Arten,  diese  Flächen  durch  zwei  neue  Grössen  w  und  v 
darzustellen,  für  dieselben  ausser  den  obenerwähnten  Gleichungen 
noch  folgende  von  häufiger  Anwendung  sind :    für  die  Kugel 

x  =  a.8mu.y'\ — k'^sinh  y  =  a.cosu.cosv  ^=«.sin^^//l  —  (1 — k'^).sin^u^ 
wo  k  eine  beliebige  Constante  bedeutet;  fürs  dreiaxige  Ellipsoid  : 


x  =  a.s'mu.j/l — A'-.sin^y     (/  =  b,costi.cosv    z  =  c.smv.]/l  — (1 — A-'^j.sin^w. 

Auch  für  die  Schraubenfläche  wollen  wir  eine  solche  Dar- 
stellungsart erwähnen.  Man  denke  sich  diese  Fläche  so  entstanden, 
dass  eine  gerade  Linie  auf  einer  andern  stets  normal  bleibend  sich 
an  dieser  so  herauf  bewegt,  dass  die  Höhen,  um  welche  sie  steigt, 
proportional  sind  den  Winkeln,  um  welche  sie  sich  dreht.  Nennen 
wir  diesen  Winkel  u  und  bezeichnen  die  zugehörige  Höhe  durch 
a.u,  wo  a  eine  Constante  ist,  so  ist  zunächst  die  Coordinate  c  =  a.u. 
Da  ferner  ein  Punkt,  welcher  ursprünglich  von  der  Axe  die  Ent- 
fernung V  hat,  stets  diese  Entfernung  beibehält,  so  sind  die  drei 
Gleichungen  der  Schraubenfläche  hiernach 

z  =  a.  u     X  =^  V.  cos  u    y  =  v.  sin  ti , 
aus  welchen    man   durch  Elimination   von  /'  und  \(  wiederum   die  ge- 
wöhnliche   Form   herleiten    kann:    "  =  tg  ~  oder,  um  z  als  explicite 

Function  von  y  und  x  darzustellen:    z  =  u.  Are  tg  ^- 
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Wir  gehen  nun  über  zur  allgemeinen  Betrachtung  der  Flächen 
für  diese  Form  ihrer  Gleichung.  Wir  wollen  dabei  für  alle  folgen- 
den Entwickelungen  nachstehende  Abkürzungen  einführen: 

dy^dz_ dy^ds^ . 

du  dv       dv  du> 

dz_dx dz^dx „ 

du  dv       dv  du 

dx  dy^ dxdy^ „ 

du  dv       dv  du 


dV^ 

w  +  (du)  +  (ä^)  =  ^ 

^^\^dy^idz^dz_ „ 

du  dv  ~'^  du  dv    '    du  dv 

(ii)'+af)'+(ify=«- 


§54. 

Aus   §  5.   folgt,    dass   für  jede   Curve  U  die   Gleichungen  ihrer 
Tangente  im  Punkte  x,  tj ,  z  folgende  sind: 

dx  dy  ds    ^ 

du  du  d  u 

und  die  Cosinus  der  drei  Winkel  a,  ß,  y,  welche  diese  Tangente  mit 
den  drei  Axen  bildet: 

dx 

du  n 

cos  a  =  :-=     cos  p 
V  E 

Nennen   wir  ebenso   die  drei  Winkel,   welche   eine  Curve  V  im 
Punkte  xy  z  mit  den  drei  Axen  bildet,  resp.  a',  /3',  y',  so  haben  wir: 

dx^  dy  d_z_ 

,        dv  o'         dv  /        dv 

cos  CC    ==  — -       cos  p     ==  :rj=r-       COS  V    =  zrp^  ' 

Vg         ^       Vg         ^      Vg 

Daraus    ergiebt  sich,   dass   der  Winkel  w,  unter  dem  sich  diese 
Curven  ü  und   V  schneiden,  folgender  Gleichung  genügt: 

F 

cos  IV  =  77=  • 

Ve.g 


dy 

dz 

du 

Ve 

du 

—   ai  — 

Demnach  ist  überall,  wo  diese  beiden  Curven  einander  recht- 
winklig schneiden,  F  =  0.  Also:  die  Bedingung,  dass  die 
Curven  ^und  F  sich  rechtwinklig  durchkreuzen,  ist  i^=  0. 

Drückt  man  z.  B.  die  Gleichung  der  Kugel  auf  eine  der  beiden 
in  den  Paragraphen  24.  oder  53.  angegebenen  Weisen  aus,  also 

z  =  a  sin  v     x  =  a  cos  v  cos  u     y  =  a  cos  v  sin  u, 

d.h.  durch  die  Länge  y  und  die  Breite  ti,  so  müssen,  weil  die  dieser 
Art  der  Darstellung  entsprechenden  Systeme  von  Meridianen  und 
Parallelkrcisen  auf  einander  normal  stehen,  diese  drei  Gleichungen 
die  Gleichung  /'' =  0  befriedigen,  was  auch  der  Fall  ist.  Ebenso  sieht 
man,  dass  die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Kugel  angegebenen 
Gleichungen  dieser  Bedingung  genügen. 

§  55. 

Das  Oberflächenelement,  wie  es  durch  diese  Darstellung  der 
Fläche  bedingt  wird,  siehe  Fig.  17,  findet  man  folgendermassen : 
Man  denke  sich  zwei  einander  unendlich  nahe  Curven  des  Systems 
U,  für  welche  also  v  constant  ist  und  zwar  resp.  die  beiden  Werthe 
V  =  a  und  v  =  a  -{-  s  hat,  so  dass  £  eine  unendlich  kleine  Grosse 
bedeutet.  Man  denke  sich  ebenso  zwei  unendlich  nahe  Curven  des 
Systems  V ,  für  welche  u  resp.  die  beiden  constanten  Werthe  u  =  ß 
und  u  =  p  -\-  e'  hat.  Man  bezeichne  den  Punkt  (v  =  a,  u  =  ß)  mit 
(l),  (y  =  a,  u  =  ß  -\-  s)  mit  (2),  (y  =  «  -|-  £,  u  =  ß)  mit  (3), 
(^v  =  a  -\-  e,  u  =  ß  -^  s)  mit  (4).  Da  nun  die  Curven  einander  un- 
endlich nahe  sind,  so  kann  man  das  Flächenelement  (1,  2,  3,  4)  als 
ebenes  Parallelogramm  ansehen,  und  demnach  ist  sein  Inhalt  gleich 
dem  Product  zweier  Seiten  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  einge- 
schlossenen  Winkels,    also    gleich    (1,  2).  (1,  3).  sin  ?/;.      Es    ist   nun 

F  1         .  VE.  G—F^    ,     .  YA^  _l  ^2  _|-  C2 

cos  IV  =  ,,         ,    also  sm  iv  =  — ,,        —  d.  i.  = '  • 

Ve.g  Ve.g  Ve.g 

Ferner  ist,  wenn  (1)  die  Coordinaten  .r,  y ,  z,  also  (2)  die  Coordinaten 

X  -\-  ,^  du,  y  -\-  1^  du,  z  -+-  7^  du 

'    dio       '  ^    ^   du       '        ^   du 

hat,  (1,  2)  =  j/E.du,  und  ebenso  findet  man  (1,  3)  =  ]/G.dv. 
Multiplicirt  man  daher  diese  drei  Ausdrücke  für  sin  ?^,  (1,  2)  und 
( l ,  3) ,  so  erhält  man : 


das  Oberflächenelement  =  du.  dv.  j/A-  -j-  B'  -{-  C^.. 

Will  man   daher   die   ganze  Oberfläche  oder   einen    bestimmten  Theil 
von  ihr  finden,    so  hat  man   diesen  Ausdruck  zweimal  zu  integriren, 

JoACHiMSTHAL ,  AuweiuluDg  il.  Diffeioiitialicchn.  6 
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und   zwar  innerhalb  gewisser  Grenzen,   welche  sich   aus   der  Grösse 
des  gesuchten  Stückes  in  jedem  einzelnen  Falle  bestimmen. 

Ueberträgt  man  diese  Formel-  in  die  gewöhnliche  Art  der  Dar- 
stellung, welche  man  so  schreiben  kann:  z  ==  f{u^  v)  x  =  u  y  ^  v, 
so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  für  das  Element  in  den  bekannten 


y  (li)' + (lf  r+ 1  '■'^^  '^'j  ^^^^'  yp' + ^^' + ^  ^^^^•-  ^^y- 


§  56. 

Um  die  Tangente  an  eine  auf  der  Fläche  liegende,  siehe  Fig.  18, 
aber  nicht  zu  einem  der  beiden  Systeme  U  oder  V  gehörige  Curve 
u  =/(y)  zu  finden,  berechnen  wir  zuerst  ihr  Bogenelement,  d.  h,  die 
Grösse  ]/dx-  -\-  dy^  -\-  dz^.  Wenn  man  das  Differential  von  ii  aus 
der  Gleichung  der  Curve  ableitet:  du=ii.dv,  so  erhält  man  als- 
dann aus  den  Gleichungen  für  x,  y ,  z: 

dx  =  -—  du  +  r— •  dv     dii  =  ^-  d u  -\-  -— '  dv     dz  =  ^^-  du  4-  —-  dv. 

Es  wird  also  ds'-  =  E.  du"-  +  G.  f/f  •  -\-  2F.  du.  dv  und  folglich,  wenn 
man  für  du  seinen  Werth  einträgt,  ds  =  ]/ E.  u"'  -\-  G  -{-  2 F.  u'  dv. 
Die  Länge  der  Curve  innerhalb  bestimmter  Gränzen  für  v  findet 
man  demnach,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  v  innerhalb  dieser 
Gränzen  integrirt.  Man  kann  nun  sehr  leicht  die  Winkel  ableiten, 
welche  die  Tangente  an  diese  Curve  mit  den  drei  Axen  bildet.  Nennt 
man  die  Winkel  a,bjC,  so  ist 

8x    du    f_dx  d'tf    du  _.dy  dz    du    .    dz 

du    dv'dv  ,         du'dv'do  du    dv'dv 

cos  a  = ^ cos  tj  = 5 — ■ cos  c  == j 

ds  US  ds  I 

dv  dv  dv 

Hieraus  ergiebt  sieh  auf  der  Stelle  der  Winkel,  welchen  diese 
(Jurve,  die  wir  durch  C  bezeichnen  wollen,  mit  den  Curven  d,  und 
der,  welchen  sie  mit  den  Curven    7'  bildet:  man  findet 

^•Ji  +  ^  F.  Ji|  -f  G 

cos  {€,  U)  =  — -A-ttt—  ^^nd  cos  (6',  /')  =  — T^u" 

y'E.  ^  //<?.  §^  I 

'^         dv  '         dv  \ 

Schneiden  die  Curven  U  und  V  einander  rechtwinklig,  so  ist 
F=0,  und  die  beiden  Winkel  {C,  U)  und  {C,  T)  ergänzen  sich  zii 
einem   Rechten,    so   dass  man   statt   cos  {C,  U)   sin  {C,  V)    schreiber| 

kann,  und  demgemäss  die  Formel  erhält:  tg  (C,  ^')  ""^  1/  c  '  f"  -^^^^^ 
Formel    ist   eio-entlich    von   selbst  einleuchtend.     Stellen  wir  uns  wie- 
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derum    zwei    unendlich    nahe    Curven    U    und    zwei    unendlich   nahe 
Curven   V  vor,  so  ist  das  Bogenelement  der  Curve   U\    dö  =  j/E.äu, 

das    der  Curve   T:    dö'  =  ]/G.dv  und  tg  (6',  f)  =  'v  7  ==:  7/    -  .-^-. 


§  57. 

Als  Beispiel  zu  diesen  letztern  Formeln  wollen  wir  die  Loxo- 
drome  berechnen.  Man  nennt  Loxodrome  diejenige  Curve  auf  der 
Kugel  j  welche  sämmtliche  Meridiane  unter  demselben  Winkel  schnei- 
det. Hieraus  folgt  schon,  dass  jeder  Parallelkreis  eine  Loxodrome 
ist,  denn  er  schneidet  alle  Meridiane  rechtAvinklig.  Wählen  wir  zum 
Radius  der  Kugel  die  Einheit,  so  sind  ihre  Gleichungen,  durch  die 
geographische  Länge  u  und  die  geographische  Breite  v  ausgedrückt, 
X  =  cos  V.  cos  u  y  =  cos  v,  sin  u  z  =  sin  v.  Um  nun  den  Winkel 
zu  finden,  den  irgend  eine  Curve  C  auf  der  Kugel  mit  dem  Meridian, 
(welcher  eine  Curve  V  ist),  bildet,  berechnen  wir  die  partiellen 
Difierentialquotienten  von  x,  y ,  z  nach  u  und  v ,  und  erhalten  dafür: 

dx  .  dy  •  •  dz 

^—  =  —  sni  V.  cos  u     ~-  =  —  sm  v.  sm  u     7^  =  cos  v 

dx  •  dy  d  z        ry 

1^  =  —  cos  V.  sin  u     --  =  cos  v.  cos  u     „—  =  0: 

du  cu  du  ' 

also  ist  E  =  cos-  v     F  =  0     G  =  \,  also  wird  tg  {C ,  V)  =  cos  v.   ,— 

Soll  nun  die  Curve  C  Loxodrome  sein,    so  muss    der  Winkel  (C,  V) 
constant,  =a  sein,  also  haben  wir  die  Differentialgleichung 

du  1.  1       .  dv  j 

——     cos  V  =  m  a  oder  tff  a. =  du. 

dv  B  o       cosy 

Diese  Gleichung  lässt  sich  unmittelbar  integriren;  sie  giebt: 

tg  a.  /  cot  (I  —  1")  +  c  =  u. 

Dies  die  Gleichung  der  Loxodrome. 

Sie  enthält  zwei  Constante,  welche  hinreichen,  um  zwei  Punkte 
auf  der  Kugel  zu  bestimmen,  durch  welche  die  Loxodrome  gelegt 
werden  soll,  und  umgekehrt  reichen  zwei  Punkte  auf  der  Kugel  hin, 
um  zwischen  ihnen  eine  bestimmte  Loxodrome  zu  legen.  Soll  z.  B. 
der  Ausgangspunkt  der  Loxodrome  auf  dem  Null -Meridian  und 
zwar  in  der  geographischen  Breite  ß  liegen,  so  müssen  der  gefun- 
denen   Gleichung    gleichzeitig    die    Werthe    ?/ =  0     v  =  ß    genügen: 

tg  «.  /  cot  (^-  —  -j -{- c  =  0,    und    man    kann    somit    die    Constante 

mittelst  ß  eliminiren,   und  die  Gleichung  der  Loxodrome  wird  dann: 

6* 


tg  ß.  / 
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cot(l-l) 

-t(f^l) 


aus    Avelcher   man   noch   den    Winkel   a   eliminiren   oder    auch   finden 

kann,  soLakl  der  Endpunkt  der  Loxodrome  gegeben  ist. 

Als  Schluss  zu  diesen  einleitenden  Formeln  bemerken  wir  noch : 

Wenn    zwei    Curven    auf   einer    Fläche    sich    in    einem 

Punkte    berühren,    d.   h.    dort    eine    gemeinschaftliche    Tangente 

haben,   so   haben   für   diesen  Punkt   nicht  blos   die  Grössen  u  und  v 

in  beiden   Curven   denselben   Werth,    sondern  auch   der  Differential- 

..     ,  du 
quotient  -^ — 

Die  Richtigkeit  hiervon  ersieht  man  aus  den  Formeln  für 
cos  (6',  TJ')  und  cos  (6',  F),  welche  für  beide  Curven  bezüglich  iden- 
tisch sein  müssen,  und  in  welchen  E,  F,  G  der  einen  Curve  gleich 
den  E,  F ,  G  der  andern  sind,  weil  die  Coordinaten  x,  y ,  z  beider 
Curven  in  diesem  Punkte  dieselben  sind. 


6.  Krümmung '  der  Flächen. 

§  58. 

Wir  stellen  uns  nun  auch  in  Beziehung  auf  diese  Darstellung 
der  Flächen  die  Frage:  Wie  findet  man  die  Richtungen  der 
Hauptschnitte,  und  die  grösste  und  kleinste  Krümmung? 
Diese  Untersuchung  führt  auf  einen  der  schönsten  Sätze  aus  der 
Geometrie  der  Flächen,  welcher  von  Gauss  gegeben  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  irgend  eine  Curve  auf  der  Fläche  gezogen 

sei,  deren  Gleichung  sei  u=f{v),  und  bezeichnen  wir    ,~    kurzweg 

mit  li ,  V^,  mit  li' .     Wollen  wir  nun  die  Gleichung  der  Curve  in  der 

gewöhnlichen  Art  der  Darstellung  haben,  wo  die  drei  Coordinaten 
X,  y ,  z  gegeben  sind  als  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  ver- 
änderlichen Grösse,  so  haben  wir  nur  in  die  drei  Gleichungen  der 
Fläche,  welche  die  Coordinaten  als  Functionen  von  ?/  und  v  aus- 
drücken, statt  //  einzusetzen  die  Function  f  {v).  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung bekommen  wir 

dx  doc    f  _,dx     d'^x  d^x    ,.^    \    ^^    "  _l  9    ^"'^       '  _!_  ^^"'' 

dv        du        '    dv     dv^        dii^  'du         '       dit-dv         '    dv^ 

<ly  ^oy  ,    ,bij  dhj  _  d-'y  ,-,    ,dy  ..    ,    c,    oHj  ,    ,  d'^y 

dv        ö-u  '    dv  dv^        cu^  '    du                 cu.cv  '  dv- 

dz        dz  ,    ,    dz  d^z        d^z  ,.,    ,    dz  .,    .    i,     o'z  ,    .  d'^z 

dv        du  cv  dv        du^  '    dii'                du.cv  dv- 
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Nun    ist    der    Krümmungsradius    irgend    einer    Curve    doppelter 
Krümmung  nach  §  17. : 


\\(lv)  ^"  \dv)  "^  \dv)\' 


i/djj  ä^2 _dz  d^yV    .    rdz^  d^  _  clx  d^>^    .    nix  cPy dy  (Z'.tV/  ^ 

\\dv  dv^       Jv  Tbß)  "i    \dv  dÄß    '  dv  dv^)  ~^  \dv  dv"'       dv  Thy'/  I 

In  diese  Formel  sind  die  für  j'-  ,  t-^  u.  s.  w.  aufgestellten  Wcrthe 

zu  substituiren,  und  dadurch  erhält  man  den  Ausdruck  für  den 
Krümmungsradius  irgend  einer  Curve,  die  auf  der  Fläche  gezogen  ist. 
Wir  wollen  aber  nur  den  Krümmungsradius  eines  Normalschnitts 
haben.  Wir  haben  also  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen,  dass  die 
betrachtete  Curve  ein  Normalschnitt  der  Fläche  ist,  oder,  was  für 
unsern  Zweck  denselben  Werth  hat,  wir  müssen  ausdrücken,  dass 
die  Osculationsebene  der  Curve  in  dem  betreffenden  Punkte  eine 
Normalebene  der  Curve  ist  oder  dass  sie  durch  die  Normale  c:eht. 


i=>^ 


§  59. 
Die  Normale  einer  Fläche  hat  die  Gleichungen: 

A     ~     B     ~     C    ' 

Denn:  die  Normale  ist  eine  Gerade,  welche  normal  stehen  muss 
auf  allen  Tangenten,  die  durch  ihren  Fusspunkt  gezogen  sind.  Sie 
wird  dies  thun,  sobald  sie  nur  auf  zwei  Tangenten  normal  steht. 
Diese  beiden  Tangenten  mögen  sein  die  Tangenten  an  die  Curve  ü 
und  die  Curve  V ,  welche  sich  in  dem  gegebenen  Punkte  schneiden: 
CS  handelt  sich  also  darum,   wenn   man   die  Gleichung  der   Normale 

finden   will,    in    den    Gleichungen   — -- =  ^- — -L  =^ — :      Avclchc  ihre 

allgemeine    Form   sein    werden,    die   Constanten   /,    m,    n    so    zu    be- 

stimmen,   dass    sie   den   beiden  Gleichungen   l  t^ h  ^^  ö h  ^  ö"  =  ^^ 

'  ^  ex    '        dy    '       dz 

und  1 7--  -{-  fn  T, 1-  >/  —  =  0  genügen.      Diese    Gleichungen    ergeben 

aber  l:m:n  =  A:B:C.     Folglich   sind    die  Gleichungen   der   Normale 

g  — ^  _  v—_1  _  g-g 
A     ~     B     ~     C    ' 

Die  Osculationsebene  irgend  einer  Curve  hat  die  Glei- 
chung ci  (I  —  .r)  -f-  ß  iv  —  u)  +  y  (^ — -)  =  ^}  worin  nach  §  8. 

dy    d^z__d£   dhj      ^ dz    (Vx d_x    rPz         ^1^ /^l 1^  .  ^ 

Tli) '  fTü*       Tlv'  dv^'   '  dv  '  dv^       d  v  '  dv^ '   '^        d  v     dv-       d  v     dv'^ 

ist.     Damit  also  die  Osculationsebene  durch  die  Normale  geht,  muss 
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sein  c!.A-\-ß.B-\-'y.C=ß.    Durch  diese  Gleichung  transforrairt'sich 
der   Nenner   in    dem   Ausdrucke    für   r,    welcher  j/a^  -{-  ß'^  -j-  y'^   ist: 
der  Zähler  ist  einfach  (^y  oder  {Eir-  +  2Fu'  +  Gy - 
Es  ist 

=  {ßC~yBy  +  {yA-aCy  +  {aB-ßAy, 

d.    i.  («2  +  ß'-  +  j;2)  (^.  ^  _  ^2)  _  S2  ^ 

wie  wir  den  Ausdruck  rechts  kurz  bezeichnen  wollen. 

Multiplicirt   man   daher   Zähler  und    Nenner  in   dem  Ausdrucke 
für  r  mit  ]/E.G  —  F-,  so  wird 

'■=' s 

Es  ist  aber 

ßC—yB  = 

/dz(Px_  dx  (P_z\  /dxdy  _  (^.r  dy\  _  (dx  (Py  _dy  cPx\  /dz_  dx ?z_  d^\ 

das  ist 

oder^  wie  man  auch  schreiben  kann, 

dv^\      dv    '         rtü    '        dv/       dv\      dv^    '         dv^    '         auV 
Es  ist  aber,^wenn  man  für  -y-  }  j^  }  j-  ihi'G  im  vorigen  Paragraphen 

aufgestellten    Werthe     substituirt:    A.  -^  -4-  b/-~  -\-  C.^  =  0,    und, 

°  dv    '         dv    ^         dv  '  ' 

T  d'^x     d'^y     d-z     .    ,   ..    .  .    , 

wenn  man  die  von  -^-s ,  t-4,  ,  -j-^  emtragt ,  so  wird : 

dv^ '   dv-  ^  dv^  ^   ' 


d^x    ,     r>    (T'^y    I    ri   ^^ 
( 

Es  wird  somit 


dv^    '  dv^    '         f/ü^  '  ' 


und  der  Nenner 


und  da 
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ist,  so  ist  endlich:  der  Krümmungsradius  eines  jeden  Nor- 
m also  h  n  i  1 1  s 

Die  Bedingung  für  die  Nabel  punkte  ergiebt  sich  aus  dieser  For- 
mel für  Q  auf  der  Stelle.  Denn  da  für  den  Nabelpunkt  alle  q  ein- 
ander gleich  sein  müssen,  und  die  verschiedenen  q  in  einem  Punkte 
sich  nur  durch  die  Grösse  ?/'  unterscheiden,   so  ist  die  gesuchte  Be- 

E        F         G 
dmgung:    -^  =  ^.  =  j^„  ■ 

§  60. 

Wir  beantworten  nun  die  Frage:  Welches  sind  Maximum 
und  Minimum  von  q  und  zu  welchen  Werthen  von  ii  ge- 
hören sie?  

Da  offenbar  die  j/E.G  —  F'  auf  diese  Frage  des  Maximums 
keinen  Einfluss  hat,   sondern  es   sich   nur  um  ti   handelt,   so   wollen 

wir  für  einen  Augenblick  y^:=§^fi  =  ^  setzen,  und  jetzt  die  Maxima 
und  Minima  dieser  Grösse  t  aufsuchen,  so  wie  die  Werthe  von  u, 
die  ihnen  entsprechen.   Wir  haben  zu  dem  Ende  die  Gleichung  für  t, 

nämlich  t  =  J^4^±^,-^  nach  u  zu  diiferentiiren  und  §^,  =  0 
namiicn  i        D.^'a-f  2Z)  .*(  +  J3  "'* 

zu  setzen.     Dadurch  wird 

{DiP-{-2D'u-\-I)")iEu'-^F)-{^n'-]-2Fu'  +  G){Du-\-I)')=^0. 

Diese  Gleichung  giebt  die  Werthe  von  u,  welche  zum  Älaximum 
und  Minimum  von  t  gehören,  und  die  Gleichung  für  /,  welche  wir 
jetzt  so  schreiben  können:  t  =  ^^^^  giebt,  wenn  man  in  sie  die 
beiden  für  tt  gefundenen  Werthe  einträgt,  das  gesuchte  Maximum 
oder  Minimum. 

Wir  können   aber  auch  für   t  eine  Gleichung  herstellen,    welche 

von  u'  ganz  frei  ist. 

Die  Gleichung  Eii  -^  F=  {Du  -\-  iy)l  multipliciren  wir  auf  bei- 
den Seiten  mit  li ,  wodurch  wir  erhalten  Eu"-  +  Fii  =  {Dii"^  -{-  D  u)t, 
und  diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von  der  zuerst  für  t  aufgestellten 
Eu^  _|_  2Fti  -\-  G  =  {Du-  +  2D'ii  +  D")  t,  wodurch  wir  folgende 
zweite  Gleichung  für  t  erhalten  Fu  +  (5  =  {D' u  +  D")t,  aus  welcher 
wir  vermittelst  der  schon  oben  erwähnten  Gleichung 

Eu  -\-  F={Du  -\-  D')t 
die  Grösse  u    eliminiren.    Dadurch  entsteht  folgende  Gleichung  für  f. 
(^E—Dt)  {G  —  D"t)  —  {F-'D'ty  =  0,  welche  geordnet  so  lautet: 
{DD"  —  rP)e-{ED"-2FD'-\-  G D)t -\-  EG~ F'- =  0, 


,    so  erhalten  wir  fol- 


und  setzen  wir  endlich    hierin  statt  t  ,,        , 

gende  quadratische  Gleichung  in  ^,  deren  Wurzeln  die  beiden  Haupt- 
krünimungsradien  p,  und  q.^  sind: 

Q^{DD"—D"'^)  —  Qyii7cV—~F'{ED"  -2FD'  +  6'Z))  +  {EG  -F'^f  =  0. 
Die  zugehörigen  Werthe  von  u    erhält  man  aus: 

ii"^{FD-ED')  +  u{GB—ED")  +  GD'  —  FD"  =  0. 


§  61- 
Das    Product    der    beiden    Ilauptlcrümmungsradien    ist 

offenbar   q^.q^  =  j)X)"-.d~^  ' 

Gauss  hat  nun  gezeigt,  dass  der  Nenner  dieses  Ausdrucks  eine 
merkwürdige  Umformung  zulässt,  dass  er  sich  nämlich  ganz  durch 
E,  F,  G  und  die  Differentialquotienten  dieser  Grössen  nach  u  und  v 
ausdrücken  lässt.  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas. 
Comm.  Gott.  rec.  1828.  Wir  erwähnen  für  unscrn  Zweck  einen  Satz 
aus  der  Algebra,  w^elcher  ebenfalls  von  Gauss  herrührt,  dass  näm- 
lich das  Product  zweier  Determinanten  sich  waeder  als  Determinante 
darstellen  lässt,  z.  B.  zwei  Determinanten  des  dritten  Grades: 


aa 
aa 


-^  a'ß  +  a"y 
-f-  a'ß'  +  a"y' 
+  f'ß"  +  «'>" 


b      c  a      ß       y 

b'     c      •    a       ß'      y 
b"    c"         a"     ß"     y" 

ba  -\-  b' ß  -\-  b" y  ca  -\-  c  ß  -{-  c" y 
ba  -{-  b' ß'  -f-  b" y  ca  -j-  c' ß'  -\-  c" y' 
ba"  -\-  b' ß"  -\-  b" y"     ca"  -f-  c  ß"  -\-  c" y" 


Es  ist  nun 


D 


du"" 
d^y 

du^ 


dx 

du 
dy 
du 

d_z_ 
dti 


dx 
dv 
dy 

dv 

d^ 
dv 


D" 


d^ 

dV^ 

d.ii 

du 

dx 
dv 


c^y 

dv^ 

dy 

du 
dy_ 

dv 


d^ 

dv^ 

dz^ 

du 
dj_ 
dv 


und 


d~x 

d'y 

du.  dv 

d^z 
du.  dv 

c'^x 

d  ti.  d  V 

dx 

du 

dx 

du.  dv 

dv 

dx 

dy 

dz 

S'y 

dy 

dy 

du 

du 

d'ii' 

du.  dv 

du 

dv 

dx 

dy 

dz 

d'^z 

dz 

dz 

dv 

dv 

dv 

du.  dv 

du 

d  V 

B' 


Bildet  man   nun  DD'  und  />"^,    so  kommt  man  ausser  bekannten 
auf  Ausdrücke  von  folgender  Art,  wobei  H  die  Summe  von  Gliedern 
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bezeichnet,  welche  in  Bezug  auf  y  und  z  so   gebildet  sind,    wie   das 
unter  dem  Symbol  Z  stehende  in  Beziehung  auf  x: 


yd^vj^    ferner    V ^  .  ^ 


2l 


^  a««' aw-' *''"""'''  ^du  dv^ 

du  dvf        d^x     dx\^   y\     Vgw  dv^      ,      \\dv^  )  \ 
v)        ^  \        dv  '^         du  ^     ' 


^  /dx  dx 


dv 


y  dx  Fßx  ^  ^     y 


du.dv  d 

d 


W) 


dv   d 

'^d^   dx 
^  du^' dv 


dv 


"STld^x   dx  ,     "^f 


d 


m) 


du 


2 


l!(iil_,!M)l. 

l        d\i  '^        dv       J  ' 


2W  d'x  Y 
\du.dvJ  ' 


ferner 


^  du'  du.  dv       2  ^ 


{(M) 


dv' 


2^dx 
dv 


d-x 


dv    du.  dv 


-i2 


Ml 

dto 


also  Avird,    weil  man   das   Zeichen  U  unter   das  Differcntialzeichen  d 
setzen  kann : 


B.  D"  = 


-^  dio^dV'     dv      ~^du 

4—  E 

^  du 


,dJE 

^  dv 


!)"'•  = 


dF_ 

du 

.^J  \du.  ov' 

,  a^ 

^  dv 

.dG- 

^  du 


^  dG 
2  dv 

F 
G 


und 


,  dE 

'^  dv 

E 
F 


2  du 
F 

G 


Bildet  man  nun  die  Differenz  D.D'  —  Z>"^,  so  erhcält  man  ausser 
Gliedern,  welche  nur  die  Grössen  E,  F,  G  und  deren  Diflferential- 
quoticnten  enthalten,  noch  folgende  Differenz: 


Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  folgende 

'^  (d^  drx  _  (J^xjy\ 
^\du^'dv^       \dto.dv' J 

durch  die  genannten  Grössen  auszudrücken. 
Das  Product 

^du  dv^ ,      yvgn/  / 

du  2 


G  -  F'-). 


d^x  dx 
du^   dv 


dv 
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gicbt,  nach  v  diffcrcntiirt 


o'-xd^x  _,       d^x       ex 


du^dv^    f   du-,  dv    dv-  du.dv  '^        d'o 

Das  Product 


dv,.  dv 
c^x      ex ji       \^c  vL  I 


dii.  dv   dv        '^         du 
giebt,  nach  ii  clifferentiirt 

d 
2       du"- 
Diese  Gleichung  von  der  vorigen  subtrahirt,  ergiebt 

d^d^_(  cKx  Y  ^  _  j_  ^'  \\d^^  )    ,    ^"  Vg^ '  ä^/       ,  ^"  W«!! 
^1*2  gz)2      \du.dv'  '^         du^  '        du  cv  '^        dv^ 


\du.  dv'    '   du'^.dv   dv        ^ 


^^d^E 


also  wird  die  gesuchte 

^  (d2X  d'x  _  /  d'x  y\  _^  _  ,  ^  _i_    c'F   ^ 

Es  wird  also  endlich 

^  ^  \dv  cv  du  dv  '    \du^  ) 

~^      ^dii  cv        dv  du  dtt  du  dv    dv    '      du    dv) 

^  (cEcG  _  2  d^dE        ßE<}\ 

\du  du  dv  du  "^  Vg«/  / 

^  ^  \cv'  du.  dv    '    cu^  ^ 


§  62. 

Wenn  wir  nun  zwei  Flächen  betrachten,  deren  Gleichungen  fol- 
gende beiden  Systeme  sein  mögen:  x=f{ii,v)  >/=fi{  ii,f')  -^AC";^') 
und  x  =  F{u,v)  ij  =^  F^{u,v)  z  =^  F.^{u,  v) ,  so  erhalten  Avir  für  jedes 
Werthepaar  tt,  v  einen  bestimmten  Punkt  auf  der  einen  und  einen 
bestimmten  Punkt  auf  der  andern  Fläche.  Es  entspricht  also  im 
Allgemeinen  jedem  Punkt  der  einen  Fläche  ein  Punkt  der  andern 
Fläche,  Dieses  Correspondiren  der  Punkte  ist  ein  ganz  eigentüm- 
liches, wenn  der  Fall  eintritt,  dass  die  Grössen,  welche  wir  oben 
mit  F,  F,  G  bezeichnet  haben,  in  beiden  Flächen  denselben  Werth 
haben.     Alsdann  ist    nämlich    der  Ausdruck   für  das   Curvenelement 


j/Edu-  -f-  2Fdudv  -\-  Gdv"^  auf  der  einen  Fläche  identisch  gleich  dem 
für  das  Element  der  correspondirenden  Curve  auf  der  andern  Fläche. 
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Folglich  haben  entsprechende  Curven  auf  beiden  Flächen  gleiche 
Längen,  sobald  die  drei  Grössen  E,  F,  G  für  beide  Flächen  dieselben 
sind.  Da  aber  in  diesem  Falle  die  eine  Curve  gleich  der  andern  ist, 
so  kann  man  sie  immer  sich  so  gebogen  denken,  dass  sie  auf  die 
erste  gelegt  werden  kann.  Bestehen  also  die  erwähnten  drei  Be- 
dingungen, so  kann  man  sich  die  eine  Fläche  durch  Biegung  der 
andern  in  der  Art  entstanden  denken,  dass  keine  Curve  bei  der 
Biegung  ihre  Länge  verändert  hat. 

Da  andrerseits  nach  dem  vorigen  Paragraph  das  Product  der 
beiden  Hauptkrümmungsradien  allein  von  den  Grössen  ii',  F,  G  ab- 
hängt, so  muss  es,  wenn  diese  Grössen  für  die  beiden  vorliegenden 
Flächen  identisch  sind,  ebenfalls  für  beide  Flächen  gleich  sein  und 
zwar  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  der  beiden  Flächen,  d.  h. 
in  je  zwei  Punkten,  welche  zu  demselben  Werthepaar  u,  v  gehören. 
Demnach  haben  wir  folgenden,  von  Gauss  aufgestellten,  merkwürdigen 

Lehrsatz:  Wenn  von  zwei  Flächen  die  eine  eine  Bie- 
gung der  andern  ist,  so  ist  in  je  zwei  entsprechenden 
Punkten  das  Product  der  Hauptkrümmungsradien  für 
beide  Flächen  gleich. 

Anmerkung.  Dieser  Lehrsatz  führt  auf  die  Untersuchung 
derjenigen  Eigenschaften  der  Flächen,  welche  bleiben, 
wenn  man  die  Flächen  biegt.  Dahin  gehört  z.  B.  folgender 
Satz:  Wenn  man  auf  einer  Fläche  zwei  Punkte  A  und  B  durch  eine 
kürzeste  Linie  verbindet,  so  bleibt  diese  Linie  die  kürzeste  zwischen 
den  beiden  Punkten,  wie  man  auch  die  Fläche  biegen  mag. 

Ein  ganz  specieller  Fall  dieser  Biegung  der  Flächen  ist  schon 
von  Eulcr  behandelt  worden,  und  nach  ihm  von  Monge  und  einer 
grossen  Anzahl  Mathematiker.  Diese  haben  nämlich  schon  früher 
diejenigen  Flächen  betrachtet,  welche  durch  Biegung  einer  Ebene 
entstehen.  Solche  Flächen  nennt  man  abwickelbare  Flächen, 
weil  man  ihre  einzelnen  Thcile  ohne  Falte  und  Riss  in  eine  Ebene 
aufrollen  kann.  Für  sie  folgt  sofort,  dass  das  Product  ihrer  beiden 
Hauptkrümmungsradien  unendlich  ist,  weil  bei  einer  Ebene  alle, 
auch  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  unendlich  sind.  Nach  der 
Gleichung  für  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  (§  50.)  ist  aber  ihr 

Product  gleich         .f_2        '     Dieser  Ausdruck  wird  allgemein  gleich 

unendlich,  wenn  der  Nenner  Null  wird.  Dies  ist  diejDifferential- 
gleichung    aller    abwickelbaren    Flächen,    nämlich    rt  —  s- =  0    oder 

^-^  •  ^— I  —  y^ — ^j  =  0.     Diese  partielle  Differentialgleichung  zweiter 

Ordnung  integrirt,  giebt  die  endliche  Gleichung  aller  abwickelbaren 
Flächen. 
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§  63. 

Ein  zweiter  Satz  von  Gauss  beantwortet  die  sich  leicht  darbie- 
tende Frage: 

Giebt  es  für  die  Flächen  etwas,  was  der  Krümmung 
der  Curven  entspricht? 

Untersuchungen,   die  sich  auf  Elasticität  beziehen,   haben  einige 

Mathematiker   veranlasst,   den   Ausdruck ! als  Krümmung   der 

Fläche  einzusehen;  aber  diese  Analogie  ist,  vom  geometrischen  Stand- 
punkte aus  wenigstens,  nicht  stichhaltig;  Gauss  hat  eine  vollständige 
Analogie  aufgefunden  durch  folgende  Untersuchung: 

Man  denke  sich  eine  ebene  Curve  und  irgendwo  mit  dem  Ra- 
dius 1  einen  Kreis  beschrieben,  siehe  Fig.  19.  Man  ziehe  zwei  Nor- 
malen der  Curve  in  benachbarten  Punkten  und  dazu  zwei  parallele 
Radien  des  Kreises.  Der  Curvenbogen  zwischen  den  beiden  Nor- 
malen heisse  s,  der  entsprechende  d.  h.  zwischen  den  beiden  parallel 
gezogenen  Radien  eingeschlossene  Kreisbogen  heisse  6.  Dann  ist 
offenbar  der  Winkel  der  beiden  Normalen  gleich  dem  Winkel  der 
beiden  Radien,  d.  h.  gleich  6.  Der  Winkel  der  beiden  Normalen 
ist  aber  andrerseits  derselbe,  welchen  die  zugehörigen  beiden  Tan- 
genten der  Curve  mit  einander  bilden :  mithin  ist  ö'  gleich  dem  Con- 
tingenzwinkel.  Daraus  geht  hervor,  dass  man  die  Erklärung  des 
Krümmungsradius,  die  man  gewöhnlich  giebt,  nämlich  Bogenelement 
durch  Contingenz Winkel,  auch  so  angeben  kann:  der  Krümmungs- 
radius einer  Curve  ist  gleich  dem  unendlich  kleinen  Bogen  s,  divi- 
dirt  durch  den  unendlich  kleinen  Bogen  6  des  Kreises;  und  folglich 

ist   die  Krümmun":  der  Curven  =  lim  — • 

^  s 

Dies  lässt  auf  der  Stelle  eine  Erweiterung  für  die  Flächen  zu. 
Man  denke  sich  irgend  eine  Fläche  und  eine  Kugel  vom  Radius  1. 
Auf  der  Fläche  nehme  man  irgend  ein  begränztes  Stück  an  und  ziehe 
entlang  der  Gränze  desselben  Normalen  zur  Fläche.  Man  ziehe  ferner 
vom  Mittelpunkte  der  Kugel  Strahlen,  die  diesen  Normalen  parallel 
sind,  wodurch  man  auf  der  Kugel  ebenfalls  ein  begränztes  Stück 
erhält.  Das  Flächenstück  sei  wiederum  s,  das  auf  der  Kugel  6. 
Denkt  man  sich  beide  Stücke  unendlich  klein,  so  nimmt  Gauss  wie- 
derum   den    Quotienten    -^    als    Krümmung     der    Fläche    an;     also 


rümmung   der   Fläche  =  lim 


s 


Diesen  Quotienten  wollen  wir  nun  in  der  gewöhnlichen  Art  aus- 
drücken und  schieben  für  diesen  Zweck  noch  Einiges  ein. 

Die  Gleichung  der  Kugel,  deren  Radius  1  ist,  sei  |^  -j-  )j^  -j-  S'  =  ^  • 
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Denken  wir  uns  die  Coordinaten  |  i^  ^  als  Function  zweier  neuen 
Variabein  ti  und  v  gegeben,  so  können  wir  (naeli  §  59.)  die  Cosinus 
der  Winktd,  Avelche  die  Normale  N  mit  den  drei  Axen  bildet,  so 
schreiben: 

cos  (iV,  x)  =  l.A  =  A.  )^ '5 ^ •  ^ ( 

.cos(iV,y)  =  A.^  =  A{^^-^-^-^} 

cos  {N,  z)  =  A.6'  =  A  {|i.^_|i-|^j 

Da  aber  der  Radius  zugleich  die  Normale  der  Kugel  ist,  und  er 
durch   den   Anfangspunkt   und    den  Punkt    ^  iq  t,  geht,    so   sind    diese 

drei  Cosinus  andrerseits  t  ;  t  ?  ".  oder  |,  r],  t,.  Da  nun  §'-  -\-  )f  -\-  t'  =  1 
ist,  so  muss  auch  A^  lA'^  -f~  ^'  "F  ^^}  =  ^  sein.  Andrerseits  muss  auch, 
weil  ^^  +  >;.>;  + ^^=  1  ist,  A  |^^ -j-  7^/?  +  g6'}  =  1  sein.  Dar- 
aus folgt:  1-4  +  riß  -\-  ^6'  =  ]/A--{-  B'^  ^ C'^\  und  somit  auch 
{l  A-\-  rjB  -{-  ^C}  du  dv  =  j/Ä'-^-B^-^  C  du  dv , 

d.  h.  (§.  55.)  gleich  dem  Flächenelement  irgend  einer  Fläche,  welche 
hier  eben  wegen  der  Gleichung  ^-  -\-  rj'^  -{-^2=1  die  Kugel  ist. 
Wir  haben  also:  Drückt  man  die  drei  Coordinaten  ^,  rj ,  t, 
der  Kugel  ^-4'  */'  +  ^'  =  1  durch  zwei  Grössen  u  und  v  aus, 
so  ist  das  Oberf  lach  enelement  der  Kugel  gleich 

i?  f^.^_^.M)  4.  «f^_^.M._^^)  1  t  i^A^Ji  —  ^A^M  du  dv 

<    ^öu  CV       dv   du'    '"   '^du  dv       dv  cu'  ~^  '  ^d^i  dv       dv  dti'^ 

Diese  Formel  wollen  wir  noch  ein  wenig  transformiren  und  zwar 
mittelst  folgender  Betrachtung:  es  seien  A,  B,  C  drei  ganz  beliebige 
Functionen  von  u  und  v:  dann  kann  man  offenbar  immer  unser 

'«  B  .  f' 


VA^  +  B'  +  C'     '       YA^  +  jB2  +  c^  Va^  +  £«  +  (72 

setzen;    denn    alsdann    ist    ^-  -{-  r]'-  -f-  ^^  '=  1-      Bezeichnen    wir    nun 

,, durch  A ,  so  wird 

Va^  +  -B2  +  C'-'  ' 

cu  du    '        du     dv  dv    '        dv 

|i?  =  A^+/?|A     |i  =  A?^  +  Z?|^ 
du  Cu     '        6)'W     CV  dv     '        dv 

u.   s.  w.,   folglich  wird 

Hdri_ c  ndj  

du  dv       du  dv 

P  !?^e^-e^?^|  +A?i  \a^-B^^\-^A^  {Z??i_-^^^i 

'ou   dv        dv  du'     '       du  {     dv  cv)     '        dv  i     du  dui  ' 
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und  älmlich 

djid^ et  drj  __ 

du  8v       du  dv 

'du   dv        dv   du)     '       du  (     dv  dv)     ^       ov  {     du  cu' 

und 


r,dA\ 

du 


f^it  üv        dv  du)     '       c'M  (     dv  dv)     '        t  ü  (     (?« 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  links  mit  t,,  ^,  7]  und  rechts 
mit  den  äquivalenten  AC,  XA,  IB,  und  addirt  dann,  so  fallen  rechts 
alle  Glieder  weg,   welche    dann   in  X^  multiplicirt  sind,    und  es  wird 

1 
folglich,  wenn  man  noch  statt  A  seinen  Werth  i/^g  ,   jji^TTfn  einsetzt 

?  /'^  ^1  _  ^  ^^  _L  .,  ("^  M  _M  ^^  _J_  P  ("M  ^  _^  MW 
^\dudv       dudv'  ^  '\dudv      du  dv/  '^  ^  \du  dv       du  dv/ 

D-:>  I  n-'\i  ^    ^^^f  Sv        dv   du^    '        ^du  dv        dv  du/ 


{A^  +  JS2  +  üä)^ 


'        ^du  (IV        dv   du/' 
Was  nun  für  beliebige  Functionen  A,   B ,  C  gilt,  muss  auch  für 

^==|^|i_P:|^   u.    s.    w.    gelten,    d.    h.    man    erhält    das    Ober- 

dudv       üudv  °  ' 

flächenelement  der  Kugel 

V«  dv        dvdu/'      ^du  dv        dvdu/'      \du  dv       dv  du/   ,     , 

(^2  4-  £2  +  6'^)' 

worin  A,  B,  C  die  oben  festgesetzten  Werthe  haben. 

Das    Element    der     vorliegenden    Oberfläche     ist     aber 

=^  {Ä"- -\- B'' -\-  C-ydudv.  Dass  dies  zugleich  zwei  entsprechende 
Elemente  auf  der  Oberfläche  und  der  Kugel  sind,  übersieht  man 
daraus,  dass  die  Gleichungen  der  Normale  der  Fläche 

A     ~     B     "^     C 

sind,  also  die  einer  zu  ihr  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
d,  h.  durch  den  Kugelraittelpunkt  gezogenen  Parallele  ^'^^  ß^^r*? 
und  wenn  |,  i] ,  t,  Punkte  der  Kugel  sein  sollen,  so  muss 

A  B  r.  C 


VA'  4-  -B'  +  o^  VÄ^  +  Bi  +  6^2  VA'  +  -B'  +  c^ 

sein,  wie  oben.    Demgemass  findet  man  folgenden  Ausdruck  für  die 
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Krümmung  einer  Fläche 

V?t  dv        dv  du/  ~^      \dxi  dv        dv   diJ    *"      vm  dv        dv  du/ 

Um    diesen    Ausdruck    zu    interpretiren,    nehmen    wir    an,    die 
Gleichungen  der  Fläche  seien  in  folgender  Form,  gegeben 

Z  =  /"(?/,    v)       X  =  11       IJ  =  V. 

Alsdann  wird  A  =  ^•^-  —  tt— |^  oder  =  —  w-  oder  A=  —  n:  eben- 

dx  dy      dxdy  dx  y  5      ^  * 

soi?=  —  ^;C=1,    folglich 

^—  =  —  r    — =-^    ^=_s    ^J±  =  —  t    ^-i    d—  —  0 

6if  '  cv  'du  ^'   dv  '    '  eil  cv  ■ 

Dadurch  wird  die  Krümmung  der  Fläche 

rt  —  s'^  ,     .  1 

d.  1.  = 


oder  gleich   dem   reciproken  Werth    des  Products  der  beiden  Krüm- 
mungsradien. 

AVir  haben  zugleich  den  Satz  gefunden:  Wenn  man  ein  unend- 
lich kleines  Oberflächenelement  durch  einen  beliebigen  Contour  be- 
gränzt,  und  man  zieht  die  Strahlen  der  Hilfskugel,  die  den  Nor- 
malen der  Fläche  längs  des  Contours  parallel  sind,  wodurch  man 
ebenfalls   ein  Oberflächenelement  auf    der  Kugel   erhält,    so    ist  der 

^       .  Kiigeloberfläclienelemeut 1 

^  Überflächenelement  Produet  der  beid.  Haup tkr ü m m un gsra'dien 

c  1 

oder  in  unsern  Zeichen  -  = Denn    beide    Ausdrücke    £:eben 

die  Krümmung  an. 

Dies  ist  ganz  analog  dem,  was  wir  bei  den  Curven  gefunden 
haben. 

Verbindet  man  dieses  Resultat  mit  dem  des  vorigen  Paragraphen, 
so  findet  sich: 

W  e  n  n  m  a  n  0  i  n  e  F 1  ä  c  h  e  biegt,  s  o  ä  n  d  e  r  t  s  i  c  h  i  h  r  e  K  r  ü  m  - 
mung  (in  diesem  Sinne  genommen)  nicht. 

§  64. 

Von  den  Krümmungscurven.  Man  denke  sich  in  irgend 
einem  Punkte  a  auf  der  Fläche  die  beiden  Haupttangenten  der  Fläche 
gezogen,  nämlich  diejenigen  beiden  Tangenten,  welche  mit  der  Nor- 
male zusammen  die  Hauptschnitte  bilden.  Diese  beiden  Tangenten 
stehen  auf  einander  normal.  Jede  der  beiden  Tangenten  hat  mit  der 
Fläche  noch  einen  zweiten  unendlich  nahen  Punkt  gemein:  dieser 
sei  bei  der  einen  Tangente  b.  Zieht  man  in  diesem  Punkte  b  wie- 
derum  die  beiden  Haupttangenten,   so   wird  die  eine  von  ihnen  mit 
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der  Tangente,  die  durch  a  und  h  geht,  beinahe  zusammenfallen,  die 
andre  auf  dieser  beinahe  normal  stehen.  Die  beiden  zweiten  Haupt- 
tangenten sind  den  ersten  beiden  zwar  nicht  parallel,  weichen  aber 
nur  unendlich  wenig  von  ihnen  ab.  Geht  man  ebenso  auf  derjenigen 
der  zweiten  Haupttangenten,  welche  der  Tangente  ah  entspricht, 
vom  Punkte  b  zu  dem  unendlich  nahen  Punkte  c,  welchen  sie  noch 
mit  der  Fläche  gemein  hat,  und  zieht  auch  in  diesem  die  beiden 
Haupttangenten,  so  gilt  von  ihnen  in  Bezug  auf  das  System  der 
zweiten  Haupttangenten,  was  von  diesem  in  Bezug  auf  das  System 
der  beiden  ersten  gilt.  Geht  man  daher  in  der  Haupttangente,  welche 
der  hc  und  ah  entspricht,  vom  Punkte  c  zu  dem  auf  ihr  liegenden 
benachbarten  Punkte  d  und  fährt  immer  so  fort,  so  bekommt  man 
für  den  Ausgangspunkt  a  aus  der  ersten  Haupttangente  eine  Curve 
auf  der  Fläche,  und  folglich  auch  eine  aus  der  zweiten  Haupttan- 
gente. Die  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Curven  ist,  dass  jede 
ihrer  Tangenten  Haupttangente  in  dem  betreffenden  Punkte  ist.  Im 
Ausgangspunkte  schneiden  sich  daher  die  zu  ihm  gehörigen  Curven 
normal.  Man  kann  folglich,  wenn  man  nacheinander  alle  Punkte 
der  Fläche  zu  Ausgangspunkten  wählt,  auf  jeder  Fläche  zwei  Systeme 
sich  rechtwinklig  schneidender  Curven  ziehen,  die  die  Eigenschaft 
haben,  dass  sie  in  jedem  Punkt  die  Haupttangenten  der  Fläche  be- 
stimmen.    Diese  Curven  nennt  man  Kr  um  mungs  curven. 

Das  einfachste  Beispiel  bieten  die  Umdrehungsflächen  dar.  Die 
Hauptschnitte  der  Umdrehungsfläche  sind  der  Meridian  und  derjenige 
Schnitt,  welcher  den  Parallelkreis  berührt  und  durch  die  Normale 
geht.    Krümmungscurven  sind  also  der  Meridian  und  der  Parallelkreis. 

Bei  einem  geraden  Cylinder  mit  einer  beliebigen  Basis  ist  der 
eine  Hauptschnitt  jedesmal  eine  Seite,  der  zweite  eine  Ebene  parallel 
zur  Basis.  Die  Krümmungscurven  sind  hier  die  Seiten  und  die  der 
Basis  parallel  gehenden  Curven. 

Aufgabe.  Die  Gleichung  der  Krümmungscurven  auf- 
zustellen. 

Wir  nehmen  dazu  die  Form  an:  x,  y,  z  gegeben  als  Functionen 
von  u  und  v.  Es  ist  alsdann  unsre  Aufgabe  nur,  eine  Gleichung 
zwischen  w  und  v  zu  finden.  Die  Bedingung  der  Krümmungscurve 
ist  die,  dass  ihre  Tangenten  Haupttangenten  der  Fläche  sind.  Die 
Tangente  einer  Curve  in  irgend  einem  Punkte  hängt  aber  (§  56.)  ab 

von   dem   betreffenden   Werthe   des  j- •     Die  Bedingung  dafür,   dass 

eine  Linie,  hier  die  Tangente  an  die  Krümmungscurve,  Haupttan- 
gente an  die  Fläche  sei,  ist  aber  nach  §  60.  extr. : 

w'-  {FD  — EI)')  -f  11  {CD-  ED")  +  GD'  —  FD'  =  0. 
Dies     ist    daher    zugleich     die    Differentialgleichung    für    die 
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Krümmungscurven.       Diese     Gleichung     zweiten    Grades     erster 

Ordnung  löse  man  nach  t-  auf.      Die   beiden  verschiedenen  Werthe, 

^  dv  ' 

welche  man  dafür  findet,  hat  man  zu  integriren,  und  erhält  dadurch 
zwei  endliche  Gleichungen,  von  denen  jede  wegen  des  in  ihr  ent- 
haltenen willkürlichen  Parameters  ein  System  von  Curven  darstellt; 
und  zwar  bezieht  sich  die  eine  Gleichung  auf  das  eine  System  von 
Krümmungscurven,  die  andere  auf  das  zweite. 

Ist  z  als  Function  von  x  und  t/  gegeben,  d.  h.  hat  man  z  ==  /{x,  y) 

oder  c  =/(?/,  ?')   x  ^=  u   ?/  =  ?',   so   wird  ^=  y-  A=^—p    i?  =  —  q 

6'  =  1  £  =  1  -}- ;;^  F  =  pq  G  =\-^  q"'  D  =  r  D'  =  s   D"  =  i  \   also 
wird    die   Gleichung   der   beiden   Krümmungscurven    für   diese   Forin 
der  Gleichung  der  Fläche  folgende : 
dx\pqr-{\JrP')s)^dxAly{{\^q^-)r-{\-^p^)t)^d^^^^^^^ 

Hierin  sind  />,  q,  r,  s,  t  Functionen  von  x  und  ij  allein;  ein  etwa 
darin  vorkommendes  z  hat  man  mittelst  der  Gleichung  der  Fläche 
z=f{x,y)  zu  eliminiren.  Integrirt  man  daher  die  gefundene  Diffe- 
rentialgleichung, so  erhält  man,  allerdings  nicht  die  Krümmungs- 
curven selbst,  sondern  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  der  xy ,  zu 
welchen  man  die  Gleichung  der  Fläche  zu  nehmen  hat,  um  die 
Gleichungen  der  Krümmungscurven  selbst  zu  finden. 

§  65. 

Beispiel  1.     Von  der  Schraubenfläche  (§  53.) 
z  ==  a.u  y  =^  V.  sin  u  x  =  v.  cos  u 


Man  hat 

dz__ 

du 

a 

dv                         dx 

-s.  =  i!  COS  u    75—  ===  —  V  sin  u 

du                       du 

d^z 
du''  ~ 

=  0 

d^y                  .          a^a; 

5"^  =  —  V  smu    5-^  =  —  V  cos  u 

du^                             du^ 

dz 

dv 

0 

cy         '          dx 

^  =  sin  w     TT-  =  cos  u 

dv                     dv 

d'^z 
dv^  ~ 

=  0 

dv-  ~~      du^  ~~ 

d-'z 

du  dv 

= 

A       o'y                       d^x 

U     o— V,  -  =  cos  u     ;^— ö-  =  —  sin  n 

du  dv                      du  dv 

Mithin  wird :  A  =^  —  cc  sin  u  B  =  a  cos  u  C  =  —  v  E  =^  a-  -\-  v"^ 
F=0  G=l  D  =  0  D' =  a  D"  =  0.  Also  die  Gleichung  für 
die  Krümmungscurven  — u'^aia}  -f-  i'"^)  -|-  «  ==  0  oder 

")            1           1       j            ,        dv 
u  '  ==  ^7-1     s  oder  au  =  +  ,, =^  • 

a'  +  v^  —  J/cc^  ^  ^i 

JoACHTMSTHAL  ,  AuwenduDg  d.  Differentialrechn.  7 
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Demnach  ist 

dv 


j  r  «« +  v^ 

Diese  Aufgabe  ist  bedeutend  schwieriger  zu  lösen  für  die  Form 
r  =  a.  Are  tg  -  • 

2)  Die   Krümmungscurv  en    auf    den   beiden   Paraboloi- 
den   zu   suchen,    deren    Gleichungen    man    zusammen   so   schreiben 

kann  2z  =  ^-~  +  ^  •     Hier  ist  ü  =  -     V  =  ?     '>'  =  -    s=^()    t  =     ■ 
a     ^     h  '  a      ^         b  a  ü 

Demnach  wird 

{]    '   vi       1  4-^1 
ilx'  ^  +  dx  ihj  \       -^ ^-/  -  (hß  ^  =  0 

oder,  wenn  man  mit  iP-h'^  multiplicirt 

hxy  dx'  -\-  (Ix  dij  Uli)  {l>  —  a)  -f-  a y''  —  1>X'\  —  uxy  dt/-  =  0, 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  was  geschehen  kann,  indem  man 
sie  auf  die  sogenannte  Clairautsche  zurückführt,   deren  Normalform 

y  ^  tj  X  -\-  cp  (?/')  wo  y'  =  -p,  und  deren  Integral  y  =  c.  x  -{-  cp  {c)  ist, 

multipiiciren  wir  unsre  Gleichung  mit  x.y,  worauf  wir  sie  so  schrei- 
ben können : 

b.y'{x.dxf'-{-{ab{Ij  —  a)-\-ay-'  —  bx^{xdxy{ydy)  —  ax''-{y.dyy  =  0, 
oder  a;-  =  I,  y-  =  rj  gesetzt, 

h.fi{d^y-\-{ahib  —  a)  +  arj-b^d^.dri-al{d,iy-  =  0. 
Hieraus  aber  findet  man: 

}j  {b.d^''  +  a  dl  dri]  =  §  {bd^d)]  -\-  adtf]  -{-  ab  {a  ~  b)dldri 

oder  endlich^  wenn  man  -~  =  tf  setzt, 

>j  =  l.ri  +  ab{a-b)  j^^-^,, 
und  demgemäss  hat  man 

n  =  Cl-\-ab  {a~b)  ^-p^-^,  oaer  y-  =  Cx-  +  -^jy^^^J     , 

wo  C  die  willkürliehe  Constante  ist. 

Diese  Gleichung  liefert  die  Projectionen  der  Ivrümmungscurven 
des  elliptischen  oder  hyperbolischen  Paraboloids,  je  nachdem  a  und 
b  gleichstimmig  oder  entgegengesetzt  sind.  Diese  Projectionen  sind 
Ellipsen,  wenn  C  negativ  ist,  Hyperbeln,  wenn  l'  positiv  ist.  Man 
übersieht  auf  der  Stelle,  dass  in  der  That  durch  jeden  Punkt  der 
Fläche  zwei  Krümraungscurven   hindurcligehen.     Denn    will  man   die 
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willkürliclie  Constante  C  so  bestimmen,  dass  die  Kvümmungscurve 
durch  den  gegebenen  Punkt  a'„  y^  z^y  der  Fläche  hindurchgeht,  so  ge- 
schieht dies ,  indem  man  in  die  für  die  Krümraungscurven  gefundene 
Gleichung  ?/„  und  .r,j  statt  y  und  x  einsetzt,  und  danach  den  Werth 
der  Constanten  C  bestimmt,  welcher  somit  ein  doppelter  wird,  weil 
sich  eine  Gleichung  zweiten  Grades  für  C  ergiebt. 

Ganz     ähnlich     findet    man     die    Krümmungscurven     derjenigen 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  einen  Mittelpunkt  haben. 


§  GG. 

Wir  lösen  nun  noch  das  Problem,  die  Differentialgleichung 
der  K r ü m m u n g s c u r v e n  für  die  F o r m  F {x ,  ?/ ,  r)  =  0  abzu- 
leiten. Man  denke  sich  auf  einer  Fläche  eine  Curve  gezogen, 
und  gehe  von  einem  Punkte  der  Curve  x,  y,  z  auf  den  nächsten 
X  -j-  dx,  y  -\-  (ly ,  z  -\-  dz  über.  Dadurch,  dass  beide  Punkte  auf 
derselben  Fläche  nicht  nur,  sondern  auf  derselben  Curve  liegen 
sollen,  haben  die  dx,  dy,  dz  nicht  beliebige  unendlich  kleine  Werthe, 
sondern  sie  müssen  ausser  der  Differentialgleichung  der  Fläche  auch 
noch  der  der  Curve  genügen.  Man  sagt  in  diesem  Falle:  man  führt 
die  Differentiation  aus  entlang  der  Curve. 

Zur  Auffindung  der  Hauptschnitte  und  Ilauptkrümmungsradien 
dienten   uns   früher   die  Formeln  (9)  §  48.,   von  denen  die  erste  ist: 

;^-^  cos  a  -\-  75 — .-,—  cos  p  +  ^ — ^-  cos  r  +  f .  cos  a  +  £  .  ^:r~  =  0. 

Hierin  sind  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  an  einem  der 
beiden  Hauptschnitte  mit  den  drei  Axcn  bildet.  Diese  Tangenten  sind 
zugleich  die  Tangenten  an  die  Krümmungscurve.    Die  Cosinus  dieser 

Winkel    sind    aber    -^  ,  —  ,  -y- ,    wenn    sich     dx ,  du ,   dz    auf    Ver- 

rückungen  innerhalb  der  Krümmungscurven  beziehen.  Setzen  wir 
diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  wird  sie  sich  nun  auf 
die  Krümmungscurve  beziehen.  Schreiben  wir  dabei  statt  s'dii  wie- 
der £    der  Kürze  wegen,   so  wird  die  Gleichung 

—if.dx  4-  T  -7—  dl/  -h  ^ — ^.dz  4-  e.  dx  4-  £  .-—  =  () 
CX'  '    cx.oy     "^     '     ox.oz  dx  ' 

oder 

\dx'    '  ^         dx 

Die  andern  beiden  Gleichungen  in  (9)  §  4S.  geben  entsprechend 

\dxy    '  •'    ^         oy  ' 
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und 

Eliminirt  man  e  und  s\  so  bekommt  man 

Entwickelt  man  die  di^^j,  ^U^^)?  ^Hä^  /?  ^^  erhält  man  einen 

Ausdruck ,  in  welchem  75— .    ^5— ,    ^  iu  der  zweiten  Dimension  vor- 

'  dx  '    dy       dz 

kommen.  Daraus  hat  man  dz  und  z  zu  eliminiren,  um  auf  eine 
Gleichung  zu  kommen,  die  nur  x  und  y  enthält.  Diese  Elimination 
geschieht  mittelst  der  Gleichung  der  Fläche  F  {x ,  1/ ,  z)  =  0  und  ihrer 

Differentialeleichung  5—  dx  +-  7—  f/y  +  ^5—  =  0,   weil  nicht  blos  der 

Ausgangspunkt  der  Krümmungscurven,  sondern  alle  ihre  Punkte  auf 

der  Fläche  liegen  sollen. 

Hieraus    kann  man  noch   eine  andere  Gestalt   der  Gleichung  der 

Krümmungscurven   für   den   Fall   leicht   ableiten,  dass  die  Gleichung 

der   Fläche   in   der  Form  z=-f{Xf  y)   gegeben   ist.      Es   ist  nämlich 

11  T^        ft         \  X        dF  dF  dF  1  , 

alsdann    F  =  /  {x,  y)  —  z,    also    ^  =  p,  ^  =  q,  ^^  =  —  \,     also 

wird  hiernach  die  Gleichung  der  Krümmungscurven 

dpfqdz  -\-  dy^  -\-  dq  f—dx — pdz\=i) 

oder,  wie  man  auch  schreiben  kann 

pdz  -\-dx qdz  -\-  dy 

dp  dq 

Diese  Gleichung  ist  natürlich  identisch  dieselbe  wie  die  in  §  G4. ;  denn 
man  hat  dz  =  pdx  -\-  qdy ,  dp  =  i^dx  -\-  sdy ,  dq  =  sdx  -j-  tdy.  Sie 
ist  bequemer  für  einige  Untersuchungen,  z.  B.  für  die  Lösung  der 
folgenden  Fraere. 


§  07. 

Ist  es  möglich,  dass  eine  Fläche  eine  ebene  K r ü m - 
mungscurve  haben  kann?  und  in  welchem  Falle?  Ange- 
nommen, es  gebe  in  einer  Fläche  eine  ebene  Krümmungscurve,  so 
machen  wir  die  Ebene  derselben  zur  xy  Ebene.  Dadurch  wird  offen- 
bar dz==0,  was  auch  dann  noch  der  Fall  ist,  wenn  die  Curve  in 
einer  Ebene  liegt,  welche  der  .«-//Ebene  parallel  liegt;  denn  alsdann 
ändert  sich  z  nicht.  Die  Gleichung  der  Krümmungscurven  (v.  §  GG.  extr.) 
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geht  also  über  in  -J-  =  ^  '  I^^  ^^^  Gleichung  der  Fläche  z  =  f{x,  y), 
so  ist  die  Gleichung  der  ebenen  Cnrvc  0  := /' {^:j  y)  ^  und  wenn  man 
dies  differentiirt,  so  wird  i}  -^^  p.dx -\- i/ .dij]  also  wird  .-  einer- 
seits =  —  - ,  andrerseits  ■■=  M- ;    folglich    hat   man   für  diese  Flächen 

die  Gleichung  p.dp  -{-  q.dq  =  0,  welche  integrirt  giebt  p-  -j-  q'  =  c] 
d.  h.  die  beiden  Functionen  p  und  q  müssen  für  diesen  Durchschnitt 
mit  der  xy  Ebene  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe  ihrer 
Quadrate  constant  ist.  Man  kann  dies  auch  geometrisch  so  aus- 
drücken : 

Da  die  Gleichung  der  Tangentialebene  T  folgende  ist : 

also 


cos  {T,  xij  Ebene)  =  -=r  , 

V\  -f  P-'  +  <t 


so  muss  in  gegenwärtigem  Falle  die  Tangentialebene  gegen  die 
XAj  Ebene,  oder  gegen  den  Schnitt  eine  constante  Neigung  haben.  Mit 
andern  Worten : 

AV e n n  eine  K r ü m m u n g s c u r v e  eben  ist,  so  bilden  die 
Tangentialebenen  entlang  der  Krümmungscurvc  mit  der 
Ebene  der  Krümmungscurvc  einen    constanten  Winkel. 

Der  Satz  gilt  auch  umgekehrt:  Bilden  die  Tangential- 
ebene n  e  i  n  c  r  F 1  ä  c  h  c  entlang  einer  e  b  e  n  e  n  C  u  r  v  c  d  e  r  s  e  1  b  e  n 
mit  der  letzteren  einen  constanten  Winkel,  so  ist  dies 
eine  Krümmungscurvc. 

Beweis.  Die  ebene  Curve  sei  die  .ry  Ebene;  dann  lindct  fol- 
gende Gleichung  statt:  ^/z  =  0  oder  p.dx  -\-  q.dy  =  0.  Da  ferner 
die  Tangentialebene  mit  dieser  Schnittebene  einen  constanten  Winkel 
bildet,  so  ist  {p^ -\- q- =  c  oder)  pdp-\-qdq  =  0.  Diese  beiden 
Gleichungen  befriedigen  aber  die  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen 
aufgestellte  Gleichung  der  Krümmungscurven. 

Bei  den  Rotationsflächen  umhüllen  die  Tangentialebenen  eullang 
des  Meridians  einen  Cylinder,  von  welchem  der  Meridian  normaler 
Schnitt  ist.  Bei  den  Parallelkrcisen  umhüllen  sie  einen  Umdrehungs- 
kegcl  und  sind  ebenfalls  alle  gegen  den  Schnitt  gleich  geneigt. 

Die  Hauptschnitte  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind  sämmtliche 
Krümmungscurven.  Denn  die  Tangentialebene  ihnen  entlang  steht 
immer  normal  auf  ihnen. 
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7.  Die  Tlieorie  der  geradlinigen  Flächen, 

§  68. 

Erklärung.  Eine  geradlinige  Fläche  ist  eine  solche,  die 
durch  Bewegung  einer  Geraden  entstanden  ist.  Dahin  gehören  die 
allgemeinste  Cylinder-  und  die  allgemeinste  Kegelfläche,  und  zwar 
gehören  diese  der  einen  der  beiden  grossen  Gruppen  dieser  Art 
Flächen  an;  in  der  andern,  welche  wesentlich  von  dieser  ersten 
unterschieden  ist,  befinden  sich  Flächen  wie  das  geradlinige  Hyper- 
boloid und  das  geradlinige  Paraboloid. 

Aufgabe.  Die  allgemeinste  Gleichung  der  geradlini- 
gen Flächen  aufzustellen. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  seien  in  der  Form  gegeben 
\2  —  a.x-f-         welche  sie   immer   annehmen    können.     Dann    werden 

diese  Gleichungen  die  einer  geradlinigen  Fläche  ergeben,  wenn  in 
ihnen  die  Constanten  «,  ö,  ^/, ,  />i  als  Functionen  irgend  eines  Para- 
meters i  gegeben  sind,  und  man  diesen  Parameter  aus  ihnen  elimi- 
nirt.  8ind  diese  Constantcu  die  allgemeinsten  Functionen,  so  erhält 
man  durch  Elimination  des  Parameters  die  allgemeinste  geradlinige 
Fläche. 

Dieser  Parameter,  den  wir  eliminiren,  kann  eine  der  Grössen 
a,  ö,  «,,  bi  selbst  sein.  Denn  wenn  a  eine  Function  von  /  ist,  so 
ist  auch  t  eine  Function  von  rt,  und  wir  können  somit  die  andern 
Constanten  als  Functionen  von  n  ansehen.  Somit  können  wir  die 
allgemeinste  Gleichung  einer  geradlinigen  Fläche  so  schreiben 
\2  =^  a.  X  -{-  F  (a) 
b  =  cp{a).  y  +  f{a) 

Wollen  wir  die  Gleichung  dieser  Fläche  so  haben,  dass  .v,  y,  z 
als  Functionen  zweier  unabhängigen  Variabein  sich  darstellen,  so 
gehen  wir  von  folgender  Gleichung  der  geraden  Linie  aus: 

a  h     ■  c 

In  dieser  Gleichung  mögen  'E,,  ri,  ^,  it ,  b,  c  Functionen  einer  Grösse 
u  sein;  durch  die  Elimination  dieser  Grösse  würde  man  die  gerad- 
linige Fläche  so  wie  vorhin  erhalten.  Wir  können  für  die  fernere 
Entwickelung  immer  annehmen,  dass  die  Grössen  a,  b,  c  der  Glei- 
chung genügen:  ä- -\- b~ -\- c^  =  1 ,  d.  h.  dass  sie  die  Cosinus  der 
Neigungen  sind,  welche  die  gerade  Linie  mit  den  drei  Axen  bildet; 
wäre  dies  nicht  dei^  Fall,  so  könnte  man  sie  durch  Division  der 
Gleichung  mit  einer  passenden  Zahl  dazu  machen.     Setzen  Avir  jetzt 
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die  drei  gleichen  Brüche,  welche  die  Gleichung  der  erzeugenden 
Geraden  ausmachen,  gleich  v,  so  sind 

J  .f  =  ^  +  a.  V 
ly  =  rj  -\-  b.  V 
[ä  =  'S  +C.V 

die  Gleichungen  der  allgemeinsten  geradlinigen  Fläche, 
wenn  y  eben  variabel  ist  und  ^,  i^,  t,,  a ,  b,  c  allgemeine  Functionen 
einer  andern  Variabein  u  sind.  Duich  Elimination  von  u  und.  v 
würde  man  offenbar  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  vorigen  Form 
erhalten. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Bedeutung  der  Grössen  it  und  v, 
welche  hier  auftreten,  entwickeln.  Die  Gleichung  u  =  csl,  wodurch 
zugleich  die  Grössen  ^,  >y,  t,,  a,  b,  c  alle  constante  Werthc  erhalten, 
bestimmt  eine  Gerade  und  zwar  eine  Gerade  der  Fläche. 

Setzt  man  v  =  0,  so  werden  vermöge  der  Gleichungen  der  gerad- 
linigen Fläche  i,,  riit  die  Coordinaten  einer  Curve  auf  der  Oberfläche, 
indem  alsdann  x,  y ,  z  nur  Functionen  von  u  sind,  welche  zugleich 
der  Gleichung  der  Fläche  genügen.  Durch  jeden  Punkt  dieser  Curve, 
wie  überhaupt  durch  jeden  Punkt  der  Fläche,  geht  eine  Gerade  der 
Fläche,  die  in  ihrer  sonstigen  Lage  durch  die  Natur  der  Grössen 
a,b,c  bestimmt  wird.  Wir  Avollen  die  Curve  y  =  0  fortan  die 
Fundaraentalcurve  der  Fläche  nennen. 

Die  Grösse  v  bedeutet  die  Entfernung  eines  Punktes  {x,  y ,  z) 
der  Fläche  von  dem  .ihm  entsprechenden  Punkte  (|,  ri,  l)  in  der 
Fundamentalcurve.  Daher  bedeutet  endlich  die  Gleichung  v  =^  est, 
eine  Curve  auf  der  Fläche,  deren  jeder  Punkt  die  constante  Ent- 
fernung V  von  dem  mit  ihm  auf  derselben  Geraden  liegenden  Punkt 
der  Fundamentalcurve  hat. 

Wir  können  hiernach  zu  den  Gleichungen  der  geradlinigen  Fläche 
auch  durch  folgende  Betrachtung  kommen.  Wir  denken  uns  irgend 
eine  Curve  C  gezogen,  welche  wir  die  Fundamentalcurve  nennen, 
und  deren  Coordinaten  wir  durch  ^j?^,^  bezeichnen.  Diese  Coor- 
dinaten ^,  rj,  t,  mögen  gegeben  sein  als  Functionen  einer  Grösse  if. 
Durch  jeden  Punkt  der  Curve  C  denken  wir  uns  eine  Gerade  ge- 
zogen nach  einem  Gesetze,  welches  wir  allerdings  nicht  specialisiren 
können,  von  welchem  wir  aber  soviel  wissen,  dass  es  für  jeden 
Punkt  von  C  die  Richtung  bestimmt,  welche  die  durch  ihn  gelegte 
Gerade  einnimmt.  Die  Cosinus  dieser  Richtung  seien  a,  b,  c  resp. 
gegen  die  Axe  der  x,y,  z.  Diese  Grössen  a,b,c  ändern  sich  so- 
mit von  Punkt  zu  Punkt  der  Curve  C ,  sind  also  Functionen  von  ?/. 
Es  ist  hiernach  die  Gleichung  einer  solchen  Geraden 

a  b  c 
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Setzen   wir   diese   drei   gleichen    Brüche   gleich  v,    so  bekommen 
wir  als  Gleichung  der  allgemeinsten  geradlinigen  Fläche  das  System 

{X  =  'g  -\-  av 

Hierin  bedeutet,   wie  schon  erwähnt,   v  die  Entfernung  irgend  eines 
Punktes  der  Fläche  von  seinem  zugehörigen  Punkte   in  C,   nach  der 
einen  oder  der  andern  Seite  hin  genommen. 
Ein  Beispiel  liefert  folgende  Fläche: 


Hier  ist 
ferner 


X  =  yp-  —^ 

< 

,/—  u  —  v 

u.v 
V-    2 

-,/        U                     -1/       w 

Vp 
2 

0, 


man  denke  sich  also  in  der  Ebene  der  xy  eine  gerade  Linie, 


[^ 


VP'i, 


n  =  y^-  ^ 


d.  h.  eine  Gerade,   welche  mit  der  Axe   der  x   einen  Winkel  bildet, 

dessen    Tangente  gleich   — ^  ist.     Durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden 

Vp 

lege  man  eine   Gerade,   welche  mit   den   drei  Axen  der  x,  y,  z  resp. 
Winkel  bildet,  deren  Cosinus  sind: 


Vp    ■ 

2r  ' 

-2r 

l/P 

y  4 

^  4 

^   4 

wenn  r  bedeutet: 


Um  die  Geraden  der  Fläche  zu  finden,  müssen  wir  blos  ii  als  con- 
stanten  Parameter  ansehen.  Eliminiren  wir  daher  aus  den  obigen 
Gleichungen  y,  so  erhalten  wir 

2x  2y   2z 

also 

Vp^Vq         ^      «  Vp        Vq 
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Beide  Gleicliungen  drücken  Ebenen  ans,  die  Gleichung  1)  parallele 
Ebenen.  Also  liegen  alle  Geraden  der  Fläche  in  parallelen  Ebenen 
oder  sind  einer  Ebene  parallel.  Man  findet  aber  ebenso,  wenn  man 
u  eliminirt: 

3)     V  =—=  —  r^  und  4)     —  =  r-=:  +  V7=  • 
^  Vp       Vq  '     '''        Vp        Vq 

das  System  der  Curven  v  =^  est,  ist  also  ebenfalls  eine  Schaar  Gera- 
der^ die  wegen  der  Gleichung  o)  einer  Ebene  parallel  ist.  Aut  der 
vorliegenden  Fläche  liegen  also  zwei  Schaaren  von  Geraden,  von 
denen  jede  Schaar  einer  Ebene  parallel  ist.  Daher  ist  die  Fläche 
ein  hyperbolisches  Paraboloid;   seine  Gleichung   in  der  gewöhnlichen 

Form:   2z  ='^--^- 
p      q 

§  69. 

Für  unsre  nächsten  Untersuchungen  über  die  geradlinigen  Flächen 
entwickeln  wir  die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  irgend 
einem  Funkte  der  geradlinigen  Fläche.  Die  allgemeine  Gleichung  der 
Tangentialebene  ist  (Ä^—x)  A  -f-  (F— y)  B  -f  {Z^z)  C  =  0,  worin 
X,  F,  Z  die  laufenden  Coordinaten,  x,  y ,  z  die  irgend  eines  Punktes 
der  Fläche  und  A,  ß,  C  die  in  §  53.  angegebenen  Determinanten 
sind.     Für  die  geradlinigen  Flächen  wird  nun  A  oder 

dy^_dz_ dy  _dz 

du  dv      dv   du 
(dn     ,         dh\  1   /dt     ,         dc\  dn        ,   d'^     ,  \     db        ,   de) 

\du    '        r?«/  \di(,    '  u/  du  du,    '         i     da  du^ 

oder  wenn  wir  das  Binom  der  beiden  ersten  Glieder  mit  /,  den  Factor 
von  V  mit  /,  bezeichnen,  und  m,  m^,  n,  /«,  die  entsprechenden  Grössen 
bei  B  und  C  sind :  es  ist 

A  =  1  -\-  ly^v ,     B  =^  m  -\-  m^v ,     C  =  n  -\-  n^ v. 
Demnach  wird  unsre  Gleichung  folgende: 
X{^J^l^v)-^¥{mArm,v)^Z{ll^n,li)==x{l^^,v^^-y{m-^m,v-)-^z{Jl-^n,^ 

oder  wie  man  sich  leicht  überzeugt 

=  a  (/  +  /,  ^;)  +  I?  {fn  +  w,  v)  +  l  {n  +  n,  v). 

Wir  können  also,  wenn  wir  für  /,  /,  u.  s.  w.  ihre  Werthe  zurück- 
setzen und  die  Dififerentiationon  nach  u  durch  Accente  bezeichnen, 
die  Gleichung  der  Tangentialebene  so  schreiben: 

iX-l)  {cri  -hl^  -^  v{cb'  -hc))  ^-  {^V-ri\  [n^ -cX  ^  r  {ac -ca)) 
+  {Z-%)  [bl'-ari  +  v{ba--ah')}  =  ü. 
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Wir  beantworten  hiernach  folgende  Frage: 

Wie  sind  die  Kormalen  entlang  einer  geraden  Linie 
der  Fläche  beschaffen? 

Die  (ileichung  der  Nonnale,  d.  h.  einer  Geraden,  die  durch  den 
Punkt  (I,  t],  ^)  geht  und  auf  der  Tangentialebene  normal  steht,  können 
wir  mit  Wiedereinführung  der  Grössen  /,  /j  u.  s.  w.  folgendermassen 
schreiben : 

X—x    _  _Y~y      __     Z—z     _ 
l-\-l^.v  m -f-  7«! .V  il-\-  X^. V 

Nehmen  wir  nun  zwei  Punkte  auf  derselben  Geraden  der  Fläche, 
so  ist  nur  v  für  beide  verschieden,  ii  bleibt  dasselbe.  Um  daher  den 
Ort  aller  Normalen  zu  finden,  welche  entlang  dieser  Geraden  ge- 
zogen werden  können,  muss  man  aus  den  Gleichungen  der  einen 
Normale  v  eliminiren.  Wir  schreiben  sie  zu  dem  J^nde  in  folgender 
Gestalt: 

Ä — X  oder  .Y — ^  —  (W  =  Iw  -f-  liVfo 


oder 


X 

y 
z 


t,  =  av  A;-  l w  -f-  ^\^' ■ '(' 
Yj  =  l}r  -\-  7)1  in  -\-  m ,  /' .  ?r 
t,  =  cv  -\-  nw  -\-  ti^v.w , 

imd  haben  somit  drei  Gleichungen,  aus  denen  wir  v  und  iv  elimi- 
niren müssen.  Es  ist  nun,  wenn  man  die  Gleichungen  nach  r,  w 
und  r.w  auflöst: 


d 

l 

h 

X-l     l      /, 

a 

l 

h    ' 

X- 

i 

a 

h 

1) 

in 

m, 

V  = 

Y — ri     tu     ///,    , 

b 

in     /«,     w  = 

—    V~ 

n 

b 

m 

c 

11 

>'\ 

Z  —  t     n      ti^ 

(' 

II      II  ^ 

z 

t 

c 

»\ 

\a     l      l^    \ 

X  —  l      a 

l 

und    h     m    iii^^     v . 

w 

=^ 

F—Y}     b 

m 

7 

c     n      y?, 

Z-t     c 

n 

folglich,  wenn  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  mit  einander,  und 
die  letzte  mit  dem  Coefficienten,  welchen  v.iv  in  ihr  hat,  multiplicirt, 
und  alsdann  die  rechten  Seiten  wegen  der  Identität  der  linken  ein- 
ander gleich  setzt: 


x—i> 

l 

V-ri 

in 

z-l 

II 

m. 


z-% 


+ 


X 

Y- 

Z 


X 


i 

in 
n 


l 
m 


ni. 


Dies  ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades.  Wir  haben  somit  folgenden 
Satz  gefunden:  Wenn  man  in  einer  geradlinigen  Fläche  entlang  einer 
geraden  Linie  der  Fläche  ihre  Normalen  zieht,  so  bilden  sie  eine 
Fläche  zweiten  Grades,  welche,  weil  alle  Normalen  einer  Ebene 
parallel  sind,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist. 
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§  70. 

In  welchem  Falle  bilden  die  Normalen  entlang  einer 
Geraden  der  Fläche  eine  einzige  Ebene?  Oder  mit  andern 
Worten:  wie  miiss  eine  geradlinige  Fhäche  beschaffen  sein,  damit 
die  Tangentialebene  in  allen  Punkten  einer  ihrer  geraden  Linien  die- 
selbe bleibt? 

Denkt  man  sich  in  einem  Punkte  einer  Curve  doppelter  Krüm- 
mung die  Tangente,  im  nächsten  Punkte  ebenfalls  und  so  fort,  so 
erhält  man  unzählig  viele  Tangenten,  welche  eine  geradlinige  Fläche 
bilden  werden.  Diese  geradlinige  Fläche  ist  die  allgemeinste  gerad- 
linige Fläche,  bei  welcher  die  Normalen  entlang  einer  Geraden  eine 
einzige  Ebene  bilden.  Den  Kegel,  welcher  zu  diesen  Flächen  ge- 
hört, erhält  man  z.  B.  wenn  die  Curve  zum  Punkte  degencrirt,  den 
Cylindcr,  indem  der  Punkt  noch  dazu  ins  Unendliche  fortrückt. 

Analytisch  beantwortet  sich  die  Frage  folgendermassen.  Alle 
Punkte  einer  Geraden  haben  die  Gleichung  u  =  est,  also  die  Grössen 
^,  rjj  t,,  a y  b,  c  gemeinschaftlich,  unterscheiden  sich  also  nur  durch 
den  Werlh  des  v.  Sollen  daher  alle  Punkte  einer  Geraden  dieselbe  Tan- 
gentialebene haben,  so  rauss  aus  der  Gleichung  der  Tangentialebene  ü 
herausgehen. 

Dies  ist  erstens  dadurch  möglich,  dass  die  Coefücienten 
dos  V   in   der  Gleichimg  verschwinden:    ch'  —  bc  =0     cd — ac  =0 

ab'  —  bd==0  oder  -t=-=i   wie   man   die  Gleichungen  schreiben 

kann,  wenn  a,b,  c  von  Null  verschieden  sind.  Sie  sind  irgend- 
welche bestimmte  Functionen  von  u.  Setzen  wir  daher  die  drei 
gleichen  Brüche  gleich  U,  so  erhält  man  durch  Integration  der 
dadurch  entstehenden  drei  Gleichungen:  la  =J' Udu  -\-  IC  oder 

fVdu  fUdu  ,        fUdu 

a  =  C.  a        ,  ebenso   b  =^  C\.c        ,  c  =  t.^.c 
Da  aber  d-  -\-  b''  -{-  c'^  ==  1  ist,  so  ist 

(6'^  +  6"  -  +  C\^)e  =  1    oder  c        = ,,   ---— 

also  constant;  somit  haben  in  diesem  Falle  a  b  c  constante  Werthe, 
d.  h.  alle  erzeugenden  Geraden  der  Fläche  bilden  mit  den  Axen  den- 
selben Winkel,  oder  sind  einander  parallel.  Die  geradlinige  Fläche 
ist  also  eine  Cylinderfläche,  denn  diese  entsteht,  wenn  man  durch 
eine  Curve  eine  Reihe  paralleler  Geraden  zieht. 

Ist  dagegen  einer  der  Cosinus,  z.  B.  ö  =  0,  so  werden  zwei 
der  obigen  drei  Coefticienten  von  selbst  Null,  der  dritte,  hier 
cd  —  ac  =  0  gesetzt  giebt  wie  oben  intcgrirt 
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a  =  C .e  b  =  0    c  ^=  C\.e         : 

die  Betrachtung  ist  also  dieselbe  wie  vorhin,  nur  dass  die  Constante 
Cj  =^  0  i.vt;  es  ergiebt  sich  also  wiederum  die  Cylinderfläche. 

8ind  zwei  der  Cosinus  z.  B.  b  =^  0  und  a  =  0,  so  wird  c  =  1 ; 
es  sind  also  dann  alle  Geraden  parallel  der  z  Axe  und  erzeugen  so- 
mit wiederum  eine  Cylinderfläche. 

Wenn  also  die  Coet'ficienten,  welche  v  in  der  Gleichung  der 
Tangentialebene  hat,  einzeln  Null  sind,  so  ergiebt  sich  auf  jeden 
Fall  eine  Cylinderfläche. 

Sind  zweitens  i,,  r} ,  g  constant,  also  ihre  Diff"erentiale  Null,  so 
fällt  V  ebenfalls  hinweg  und  zwar  indem  man  damit  die  Gleichung 
der  Fläche  durchdividirt.  In  diesem  Falle  schrumpft  die  Fundamen- 
talcurve  zu  dem  Punkte  zusammen,  welcher  durch  die  Werthe  von 
^,  t],  t,  bestimmt  wird.  Die  entstehende  Fläche  ist  eine  Kegelfläche, 
welche  wie  bekannt  die  in  Frage  stehende  Eigenschaft  mit  der  Cy- 
linderfläche thcilt. 

Schliessen  wir  diese  Flächen  aus,  so  ist  es,  wenn  wir  jetzt  die 
Gleichung  der  Tangentialebene  so  schreiben: 

+(z-5)(w-«*')j„+j-t»j:!_o. 

drittens  nur  möglich,  dass  die  Grösse  v  hinwegfällt,  wenn  die  drei 
Klammergrösscn  einander  gleich  sind  oder  wenn 

crj'  —  bt'  ^^  a^'—c^'  ^^  b^'  —  arj' 
cb'  —  bc         ae  —cd        bd — ab' 

ist,  weil  man  alsdann  mit  den  Klammergrösscn  die  Gleichung  durch- 
dividiren  kann.  Sind  nun,  wie  wir  voraussetzen,  die  Nenner  dieser 
Brüche  von  Null  verschieden,  so  kann  man  jedesmal  zwei  Grössen  e 
und  /■  finden,  so  dass  ^'  =  ea  -{-  fd  ri  =  cb  -\-  fb' ,  denn  um  diese 
Gleichungen  aufzulösen^  ist  nur  die  Bedingung  erforderlich,  dass 
ab'  —  bd  von  Null  verschieden  sei.  e  und  /*  werden  Functionen  von 
u  sein.  Durch  diese  Substitution  wird  der  dritte  Bruch  =  /";  man 
hat  also  die  Gleichung 

^ö-EH  =  /'ofler  b^  ^—f{cb'-bc)  +  cy]  =  bcc  ^  f{cb' -cb'  ^hc) 

also  ^'  =  6'c  -(-  fc .  Es  lassen  sich  also  stets  zwei  Grössen  e  und  /' 
finden,   so   dass  ^'  r]  X,    ausgedrückt  werden   durch   die  Gleichungen: 

'^  =  ea-\-  fd    ri  ==  eb -\- fb'    ^  =  ec  -\-  fc'\ 

und  dies  ist  die  Bedingung,  damit  die  Tangentialebene  für  alle 
Punkte    einer    erzeugenden    Linie    der    Fläche    unverändert    bleibt. 


_-109    — 

Diese  Bedingnug  hat  abc>r  noch  keinen  geometrischen  Sinn.  Um  sie 
zu  interpretiren ,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

Dann  sind  a,  ß,  y  die  Coordinaten    eines    Punktes,    der   offenbar   der 

Gleichung   genügt:  ^ — ^  ^z^-j-^  =  — ^.      Denn   setzt   man    für  x   a 

u.  s.  w.,  so  wird  die  Gleichung  befriedigt.  Alle  Punkte  a,  ß,  y  liegen 
somit  auf  der  geradlinigen  Fläche.  Bestimmen  Avir  die  Tangente  der 
Curve,  von  der  a,  ß,  y  die  einzelnen  Punkte  sind,  so  hat  sie  die 
Gleichung 


X-cc 

Y-ß 

z~^ 

da 

dß 

dy 

du 

du 

du 

ist  aber 

da        0/ 
du  ■""  ^ 

-fa 

— fa  =^  ea- 

-fa  ^ 

-{e-Da, 

flß 
du 

(1 11, 

=  (.- 

De, 

(^-/■>, 


also  wenn  man  diese  Werthe  und  die  für  a,ß,y  selber  in  die  Glei- 
chung  der  Tangente  substituirt  und  zugleich  mit  e  ~f'  die  Gleichung 
multiplicirt: 

=-t-^-  oder 4-  /  =      = — '  4-  /  = »  4-  / 

oder^  indem  man  /  subtrahirt : 

a  b  c 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  generatrix.  Wir  haben  also  den 
Satz  gefunden,  dass  in  diesem  Falle  sännutliche  geraden  Linien  der 
Fläche  Tangenten  an  eine  Curve  sind,  die  auf  ihr  liegt.  Cylinder 
und  Kegel  sind  specielle  Arten  dieser  Flächen,  welche  abwickel- 
bare Flächen  genannt  werden.  Man  nennt  die  Curve,  zu  welcher 
sämmtliche  Geraden  der  Fläche  Tangenten  sind,  die  Wendungs- 
kante  (arete  de  rebroussement)  der  abwickelbaren  Fläche. 

Um  dies  übersehen  zu  können,  denke  man  sich,  siehe  Fig.  20, 
statt  der  Curve  und  ihrer  Tangenten  ein  Polygon  im  Räume  und 
seine  verlängerte  Seiten:  ob,  hc,  cd  seien  drei  aufeinander  folgende 
Seiten  des  Polygons,  welche  uns  drei  aufeinander  folgende  Elemente 
der  Curve  bedeuten.  Dann  kann  man  sich  das  unendlich  grosse 
Element  a'hh'  so  um  hh'  drehen,  dass  es  in  dieselbe  Ebene  mit  h' cc 
fällt;  diese  Ebene  kann  man  wieder  um  cc  so  lange  drehen,  bis  sie 
mit  dem  folgenden  Element  c  dd'  in  eine  Ebene  fällt.  So  kann  man 
nach  und  nach  sämmtliche  Elemente  in  eine  Ebene  bringen.  Man 
sieht  zugleich,  dass  die  Tangentialebene  immer  von  zwei  auf  einander- 
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folgenden  Polygonselten  gebildet  wird,  und  dass  (i  hV  nicht  blos  für 
h  Tangentialebene  ist,  sondern  für  sämmtliche  Punkte  von  ah.  Denn 
um  z.  B.  im  Punkte  o  die  Tangentialebene  zu  construiren,  hat  man 
nur  niithig  zwei  Tangenten  an  die  Fläche  zu  ziehen:  die  eine  von 
diesen  ist  oa  selbst;  die  andre  findet  man,  indem  man  o  mit  6  ver- 
bindet, denn  o  und  o  sind  unendlich  nahe  Punkte  der  abwickel- 
baren Fläche:    d hV   ist  aber   die  Ebene,    welche  oa  ujid  oö  enthält. 


§  71. 

Man  denke  sich  ein  System  aufeinander  folgender  gerader  Linien-, 

die    Gleichung    einer    solchen   Linie    sei   ' — -  =  "^-^  = "— -  ,    wobei 

^  yj  t,  a  b  c  Functionen  einer  Grösse  ii  sein  mögen.  Für  eine  zweite 
Linie  desselben  Systems  habe  ?/  den  Werth  n  -\-  zJn,  wodurch  a  in 
a  -{-  zJa,  h  in  h  -\-  Zlh  u.  s.  w.  übergeht,  so  dass  also  die  Gleichung 
dieser  zweiten  Linie 

y-ri  —  Jr}  ^  g  — g-z/g  _ 
b-\-  Jb  c-\-  Je 

Wir  wollen  die  kürzeste  Entfernung  dieser  beiden  Li- 
nien berechnen.  Dazu  müssen  wir  zunächst  die  Gleichungen  der 
beiden  Ebenen  aufstellen,  welche  durch  diese  Linien  einander  parallel 
gelegt  werden  können.  Eine  Ebene,  welche  durch  die  erste  Linie 
geht,  hat  die  Gleichung 

a  {x-D  +  ß  {y-n)  +  V  (z-t)  =  0 

oder  vermöge  der  Gleichung  der  Geraden,  welche  doch  in  ihr  liegen 
soll:  aa  -\-  ßb  -j-  yc  =  0.  Eine  Ebene,  welche  dieser  parallel  durch 
die  zweite  Linie  geht,  lässt  sich  ähnlich  so  schreiben: 

a  {a  +  zJa)  -\-  ß  {])  -{-  Jh)  -^  Y  {c  -\-  /Je)  =  0 

und  in  Folge  dessen  auch  so:  a.zl a -\- ß.Zlb -\- y ./J c  ^^  0.  Wir 
können  somit,  überall  wo  nur  die  Verhältnisse  von  a,  ß,  y  auftreten, 
folo-cnde  Werthe  setzen: 


a=^h.zic  —  c.Jh     ß  ^=  r  .zl  a~n  .Je     y  =  n  .Jh —  h  ./ia. 

Diese  Werthe  denken  wir  uns  eingesetzt  in  die  Gleichungev 
beiden  Ebenen: 

ux  +  ßy  -\-  yz  =  ul-\-  ß)]-\-  yt, 
und 

ax  +  ß,j  +  ;.  r  =  «  (^  +  z/§)  -f  ß  (>;  +  z^>y)  +  V  (t  +  ^-^t)- 

Dann  wird  die  Entfernung  beider 

Va'  H-  ß^  -f  y*        ' 
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und    dies   ist   zugleich    di(;    kürzeste    Entfernung    der    beiden   Linien. 
Wir  haben  demnach  dat'lir  folgenden  Ausdruck : 

y^b.Jc-c.J  hf  +  (c .  Ja^^ci7Jcf^^\a  .db  —  b.d  a)'^ 

Denken  wir  uns  nun,  dass  z/m  immer  kleiner  wird,  so  wird 
offenbar  p  zugleich  kleiner,  und  zwar  bleibt  p  im  Allgemeinen  von 
derselben  Ordnung  wie  ^u.  Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen: 
In  welchem  Falle  ist  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  aufeinander- 
folgenden geraden  Linien  nicht  ein  unendlich  Kleines  der  ersten 
Ordnung,  sondern  einer  höheren  Ordnung?  Wir  setzen  zu  dem  Ende 
/iu=^h  und  denken  uns  die  Zuwächse  von  a,  }>  u.  s.  w.  nach  dem 
Tayloi^'schen  Lehrsatz  entwickelt.     Dann  wird 

h.Jc  —  czJh  ==h{l,c  ~-ch)  +    ~{hc  —ch  )  -\ , 

also  der  Nenner  des  Ausdrucks  für  2)\ 


h.y\l)C—chy  -\-{ca—acy  +  {ab' —ha'f'-\^  li  { }  -\-  ••.". 

Der  Nenner  bleibt  somit  stets  positiv  und  von  Null  verschieden;  wir 
können  ihn  also  bezeichnen  durch  li.N,  wo  N  eine  endliche  Grösse 
ist.     Der  Zähler  von  j)  wird  von  der  zweiten  Ordnung: 

K'-  {g'  {hc'  —  ch')  +  y]  {ca  -ac)  -f-  ^  {ali  —  ha')] 

+  %  {^'  {hc  ~c}>)  -{-  ^  {J>c' -ch")  + }  + 

Also  wird 

+  |'^{r(/>c'-r//)  +  r(^c"-r//')  + }  + 


Dieser  Ausdruck  kann  nur  dadurch  ein  unendlich  Kleines  einer 
höhern  als  der  ersten  Ordnung  werden,  dass  der  Coofficient  von  ,7 
Null  wird-     Es  muss  also,   damit  dies  geschehe, 

^{hc'  —  ch')  -f  ^{ra—ac)  -f  ^  {ab'  — ha)  =  0 
sein,  wodurch   zugleich   die  Glieder   zweiter  Ordnung    verschwinden, 
da  der  Coefficient  von  -^  der  genaue  Differentialquotient    des  Coef- 
ficienten  von  jr  ist.   Diese  Bedingungsgleichung  ist  aber  identisch  mit 

der,  welche  die  Bedingung  angiebt,  damit  die  Tangentialebene  ent- 
lang einer  geraden  Linie  der  Fläche  sich  nicht  ändert.  Wir  haben 
somit  den  Lehrsatz  gewonnen: 

Die  l^edingung,  damit  zwei  Gerade  eines  Systems,  welche  ein- 
ander unmittelbar  folgen,  eine  Entfernung  nicht  der  ersten,   sondern 
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der  zweiten  oder  vielmehr  dritten  Ordnung  haben,  stimmt  ganz  über- 
ein mit  der  Bedingung,  dass  die  Tangentialebene  der  Fläche,  welche 
von  allen  Geraden  gebildet  wird,  entlang  einer  Geraden  der  Fläche 
ungeändert  bleibt.  Vernachlässigt  man  also  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnungen,  so  kann  man  sagen:  Zwei  Erzeugende  einer 
abwickelbaren  Fläche  haben  einen  Punkt  gemein.  Dies 
lässt  sich  auch  so  beweisen: 


Man    habe    die    Gleichung;    einer    Geraden: 


x—^        y^n        z—t 


%  b  c 

und  die  der  unendlich  nahen  mit  Vernachlässigung  der  unendlich 
kleinen  Grössen  höherer  Ordnung: 

x  —  %  —  di  ^y  —  rj  —  drj  __g-^  — dg 
a-{-da  b-\-db  Ö-{-dc    ' 

wo  d^  =  -j^.dn  u.  s.  w.  ist.    Die  drei  ersten  gleichen  Brüche  wollen 

wir  =  f ,  die  andern  drei  =  x  setzen.  Die  beiden  Geraden  haben 
nun  einen  Punkt  gemein,  wenn  die  Grössen  x,  ij ,  z  resp.  in  beiden 
Gleichungen  einzeln  gleich  sind,  d.  h.  wenn  man  aus  den  Gleichungen 
X  —  I  =  rt£  X  —  ^  —  (IX  =  yiü  -\-  71(1  a  X  eliminiren  darf,  und  ebenso 
die  beiden  andern.  Man  erhält  dadurch  di,  -\-  na  -\-  xda  =  sa  oder 
wenn  man  k  —  e  =  K  setzt: 

dl-\-  X(i  -{-%da  =  0 
und  ebenso 

(j^  -\-  Xh  -{-  xdh  =  0,  di-\-  Xc  ~{-Kdc  =  0. 

Elimlnirt  man  also  A  und  x  und  dividirt  noch  die  entstehende  Glei- 
chung mit  du. du,  so  findet  man  als  die  gesuchte  Bedingung  wie  oben 

"^{pc—ch')  -\-  )]  {ca'—ac)  +  ^  {(th'—ha)  =  0. 


§  72. 

Man  kann  die  abwickelbaren  Flächen  noch  auf  eine  andere  Weise 
sich  entstanden  denken,  als  dadurch,  dass  eine  Gerade  sich  tangirend 
an  der  Wendungskante  fortbewegt.  So  kann  der  Kegel  ausser  der 
gewöhnlichen  Entstehungsart,  dass  eine  Gerade  durch  einen  Punkt 
und  eine  Curve  geht,  auch  noch  entstehend  gedacht  werden,  indem 
man  sich  eine  Ebene  vorstellt,  welche  durch  den  Punkt  geht  und 
jene  Curve  berührt.  Aehnlich  ist  es  mit  der  allgemeinen  abwickel- 
baren Fläche, 

ahcde  sei  ein  Polygon,  siehe  Fig.  20,  welches,  wenn  die 
Winkclpunkte  einander  unendlich  nahe  rücken,  zur  Curve  wird. 
Dann  ist  oü'enbar  (ihb'  eine  Tangentialebene,  desgleichen  h' cc  ,  c  dd 
u.  s.  w.;  in  Bezug  auf  die  Curve  sind  sie  Schmiegungsebenen.     Zwei 
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auf  einander  folgende  Tangentialebenen  schneiden  sicli  immer  in  einer 
Tangente.  Man  kann  also  sagen:  die  abwickelbaren  Flächen  können 
angesehen  werden  als  diejenigen  Flächen,  die  von  einer  Ebene  um- 
hüllt werden,  welche  nach  einem  bestimmten  Gesetze  sich  fortbewegt. 
Die  Gleichung  dieser  Ebene  sei  z  =  l.x  -{-  m.y  -^  n,  wo  Imn  Func- 
tionen eines  Parameters  h  sind ,  welchem  wir  nach  und  nach  alle 
möglichen  Werthe  beilegen,  um  die  Fläche  zu  finden,  die  von  diesen 
so  bestimmten  Ebenen  herrühren  wird.  Schreiben  wir  die  Gleichung 
der  Ebene  so:  z — l.x  —  m.y  —  n  =  U  =  0,  dann  ist  die  Gleichung 
der    nächstfolgenden    Ebene,    in   welcher    h    den  Werth   h  -\-  e    hat: 

U  -\-  s .  U'  -\-  -'  ü"  -\-  •  • '  =  0.     Aus   diesen  beiden   Gleichungen    oder 

aus  irgend  einer  Combination  von  ihnen,  z.  13. 

U  =  0,  E.U'  -{-'^U"-{ =  0 

oder,  wenn  man  die  zweite  durch  £  dividirt  und  nachher  £  ==  0  setzt: 
aus  den  beiden  Gleichungen  U  =  0  und  U'  =  0  ist  der  Durchschnitt 
zweier  unendlich  nahen  Ebenen  zu  bestimmen.  Schreiben  wir  die 
Gleichungen  wieder  so:  ■  . 

W  =  z  —  ix  —  my  —  n 
<  ,^         dl         I     dm        ,    dn 

y^-M'^  +  'dny+M' 

so  geben  sie  die  Gerade  an,  welche  der  Durchschnitt  der  beiden 
Ebenen  ist,  und  in  ihren  verschiedenen  Lagen  von  den  verschiedenen 
Werthen  des  h  abhängt.  Eliminii't  man  also  die  Grösse  h  aus  beiden 
Gleichungen,  so  erhält  man  die  allgemeinste  Gleichung  einer  ab- 
wickelbaren Fläche.  Man  kann  diese  Gleichung  nur  deshalb  nicht 
aufstellen,  weil  man  nicht  weiss,  welche  Functionen  /,  ?n  und  n  von 
h  sind.  Denkt  man  sich  h  aus  der  zweiten  Gleichung  ausgedrückt 
als  Function  von  x  und  y  und  diesen  Werth  h  =  cp{x,y)  in  die 
erste  Gleichung  eingesetzt,  so  bekommt  man  eine  Gleichung  von  der 
Form  z  =  F  {x ,  y). 

Sehr  leicht  kann  man  die  partielle  Differentialgleichung 
der  abwickelbaren  Flächen  aufstellen.  Differentiirt  man  näm- 
lich die  Gleichung  U=  0  nach  x,  so  erhält  man 

,  .  7)Z  "dz 

d.  i.  Aveil    V  =0  ist,    ^    =  /,  ebenso  7^  =  m.     Die  Grössen  l  und 

m  sind  beides  Functionen  von  h.  Eliminirt  man  h  aus  den  beiden 
Gleichungen/?  =  /,  q  =  m,  so  bekommt  man  eine  Gleichung  zwischen 
X}V)P)fl-  Iii  jeder  abwickelbaren  Fläche  lässt  sich  also  p  als 
Function    von    q    betrachten:  -P  =  f  (q).      Differentiiren    wir    diese 

JoAcuiMsTUAL,  Auweiiiluiig  (1.  Uifl'ereiit ialrocUii.  8 
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Gleichung  einiual  nach  x  und  einmal  nach  ij,  so  erhalten  wir 
r  =  /"{q).s  s  =  /'  (g)  J ,  also  durch  Elimination  von  /"  (v)  die  be- 
kannte Gleichung  der  abwickelbaren  Flächen  r(  —  s"^  =  0. 

Zusatz.  Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  es  im  Allgemeinen 
möglich  ist,  wenn  auf  irgend  einer  Fläche  eine  Curve  gezogen  ist, 
eine  abwickelbare  Fläche  zu  beschreiben,  welche  durch  dieselbe  Curve 
geht  und  die  gegebene  Fläche  in  allen  Punkten  berührt;  oder:  es 
ist  immer  möglich,  eine  abwickelbare  Fläche  zu  beschreiben,  welche 
eine  gegebene  Fläche  in  einer  gegebenen  Curve  umhüllt.  Wenn  man 
z.  B.  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  eine  ebene  Curve  nimmt,  so 
sind  diese  abwickelbai'en  Flächen  Kegel-  oder  CylinderÜächen. 

Die  Fläche  sei  F,  die  Curve  ABC.  Denken  wir  uns  eine 
Tangentialebene  der  Fläche,  die  sich  beständig  tangirend  längs  dieser 
Curve  bewegt,  so  wird  sie  eine  abwickelbare  Fläche  beschreiben, 
für  welche  sie  selbst  Tangentialebene  ist.  Man  erhält  also  auf  diese 
Weise  eine  abwickelbare  Fläche,  welche  durch  die  Curve  hindurch- 
geht und  fortwährend  dieselbe  Tangente  hat  wie  die  Fläche  selbst. 
Die  Kante  der  abwickelbaren  Fläche  erhält  man,  indem  man  für 
zwei  unendlich  nahe  Tangentialebenen  der  Fläche  den  Durchschnitt 
bestimmt. 

§  73. 

Giebt  es  Curven  auf  einer  Fläche,  die  die  Eigenschaft 
haben,  dass,  wenn  man  durch  dieselben  eine  umhüllende 
abwickelbare  Fläche  legt,  die  Kanten  dieser  abwickel- 
baren Fläche  zu  den  Tangenten  der  Curve  normal  stehen? 

Es  sei  F{x,  y,  z)  ==  0  die  Gleichung  der  Fläche,  {x ,  j/,  z)  ein 
Punkt  derselben,  und  durch  ihn  eine  Curve  auf  der  Fläche  gezogen. 
Wir  nehmen  zu  dem  ersten  Punkt  auf  derselben  Curve  einen  unend- 
lich nahen  Punkt  (x  -\-  dx,  y  -\-  dij ,  z  -{-  dz).  Dann  ist  die  Tan- 
gentialebene im  ersten  Punkt,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  des  §  40. 
anwenden: 

(1)  ....{i-x)P^{yi~y)  0  +  a-^) R  =  0- 

Die  in  dem  unendlich  nahen  Punkt  wird 

^l^^sc-dx){P-^dP)-^{:ri-y-dy){Q-\-dQ)-^{^-z-dz)(,R-{-dR)  =  () 
oder 

\l-x)  P^{yi-y)  Q  +  {t-z)  (J-{Pdx  +  Qdy  +  Rdz) 
+  (I  —  x)  dP-\-  {n—y)  dQ  -j-  (^  —  z)  dR  —  {dPdx  -{-  dQdy  -f-  dRdz)=0, 

oder  wenn  man  die  Gleichung  (1)  und  die  Gleichung  Pdx-\-Qdy-\-  Rdz^^O 
subtrahirt,  und  die  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt, 
(2)  ....  (I-.t)  dP  +  {ri  -y)  dQ  +  {l-z)dR  =  0. 
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Wir  konnten  aber  die  Gleichung  (l)  subtraliircn,  weil  wir  die  Durch- 
schnittslinie beider  Tangentialebenen  bestimmen  wollen.  Diese  wird 
vermöge   der  Gleichungen  (1)  und  (y) 

I  — a;  r]-y         ___  g  — ^   _ 

QdR-RdQ~  BdP—PdR        FdQ  —  QdP' 

Dies  ist  eine  Kante  der  abwickelbaren  Fläche.  Diese  Kante  steht 
aber  normal  zu  der  Tangente  der  Curve,   deren  Gleichinig 

dx  dy  dz 

ist,  wenn 

dx{QdR  —  R(lO)  -\-  dy{RdP—PdR)  -f  dz  [PdO—GdP)  =0. 

Dies  isi;  eine  Differentialgleichung  ersten  Grades  zweiter  Ordnung 
und  keine  andere  als  die  Differentialgleichung  der  Krümmungscurven 
(§  66.)  in  veränderter  Ordnung  der  Glieder.  Wir  haben  somit  fol- 
genden höchst  merkwürdigen  Satz: 

Die  Krümmungscurven  einer  Fläche  haben  die  Eigen- 
schaft, dass,  wenn  man  eine  abwickelbare  Fläche  entlang  einer 
solchen  Krümraungscurve  legt,  welche  die  gegebene  Fläche  umhüllt, 
die  Kanten  der  abwickelbaren  Fläche  normal  zu  den  Tangenten  der 
Krümmungscurve  stehen.  Und  zwar  ist  dies  eine  Eigenschaft,  die 
den  Krümmungscurven  ausschliesslich  zukommt. 

Bei  den  Rotationsflächen  sind  die  Krümmungscurven  Meridian 
und  Parallelkreis.  Die  abwickelbare  Fläche  um  den  Meridian  wird 
ein  Cylinder,  die  um  den  Parallelkreis  ein  Kegel.  Jede  Kante  dieser 
beiden  Flächen  steht  normal  zu  der  entsprechenden  Tangente  der 
Krümmungscurven. 

§  74. 

Eine  dritte  Eigenschaft  der  Krümmungscurven,  welche  freilich 
mit  der  vorigen  eng  zusammenhängt,  findet  man,  wenn  man  auf 
einer  gegebenen  Fläche  sich  eine  Curve  und  entlang  derselben  die 
Normalen  der  Fläche  gezogen  denkt,  wodurch  man  eine  allgemeine 
geradlinige  Fläche  erhält.  Untersucht  man  nun  diejenigen  Curven 
auf  der  gegebenen  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  die  Normalen  entlang  dieser  Curven  eine  abwickel- 
bare Oberfläche  bilden  oder  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten 
der  Curve  die  Normalen  der  Fläche  sich  treffen,  so  findet  man  wie- 
derum die  Krümmungscurven.  Denn  die  Gleichungen  der  Nor- 
male   sind    ^^'    =^     -^  =  ^-,    welche    drei    gleichen    Brüche    wir 

gleich  A  setzen  wollen.     Alsdann  sind  die  Gleichungen  der  unendlich 

,  XT  1      l  —  x  —  dx        ri  —  y  —  dy        t—z—dz         ,     ,  m      •  x 

nahen    Normale   ^^^-j — ,^,    =    Tv^^-pr  =   t^  ■    in  =  A -f  it.      Es    ist 
P-]-dP  Q-rdQ  M-\-dK  '    "^ 

8* 
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also  die  Frage:  wann  haben  diese  beiden  Geraden  einen  Punkt  ge- 
mein?    Schreiben  wir  die  Gleichungen  der  Normalen  so: 

<r]-^y  =  XQ       <r]-y=cly  +  ß-i-ii){Q-\-dQ), 
[S-z  =  U{       [  ^-s'  =  dz  +  (^  +  ft)  (J?  +  dJi) 

so  haben  wir  hieraus  ausser  A  und  ft  auch  |,  r;,  ^  zu  eliminiren. 
Bezeichnen  wir  A  -f-  ;*  durch  v,  so  erhalten  wir  dadurch  folgendes 
System  von  drei  Gleichungen: 

(o  =  (ixJ^^ir-j^  v.di> 

\o  =  dy-\-iiQ-j-v.d{) 
yQ  =  dz-\-(iE-\-v.  dJi 

und  dies  sind  mit  andrer  Bezeichnung  der  constanten  Factoren  die- 
selben Gleichungen,  welche  wir  oben  (§  66.)  für  die  Krümmungs- 
curven  gefunden  haben.  Sie  gehen  über  in  die  Endform  nur  einer 
Gleichung,  wenn  man  ^  und  v  noch  eliminirt. 

Dass  diese  jetzt  erwiesene  Eigenschaft  der  Krümmungscurven 
eigentlich  keine  andere  ist  als  die  vorige,  sieht  man  durch  eine  ganz 
elementare  Betrachtung : 

Wenn  man  in  zwei  Punkten  E  und  F  zweier  Ebenen,  deren 
Durchschnitt  S  heissen  möge,  die  Normalen  auf  ihnen  errichtet,  so 
werden  sich  diese  schneiden,  wenn  die  Linie  EF  und  der  Durch- 
schnitt S  rechte  Winkel  im  Räume  mit  einander  bilden.  Denkt  man 
sich  also  unter  den  beiden  Ebenen  zwei  aufeinanderfolgende  Tan- 
gentialebenen der  Fläche,  welche  in  E  und  F  die  Fläche  berühren, 
so  wird  der  Durchschnitt  S  eine  Kante  der  abwickel,baren  Oberfläche 
sein.  EF  ist  alsdann  eine  Tangente  der  fraglichen  Curve  auf  dei 
Oberfläche.  Steht  nun  S  J_  EF,  so  schneiden  sich  die  Normalen  in 
E  und  F.  Diese  Eigenschaft  also,  dass  die  Kanten  der  abwickel- 
baren Umhüllungsfläche  auf  den  Tangenten  der  Curve  normal  stehen, 
und  die  andere ,^dass  die  Normalen  entlang  der  Curve  eine  abwickel- 
bare Oberfläche  geben,  sind  im  Grunde  dieselbe  Eigenschaft,  und 
charakterisiren  die  Krümmungscurven.  Ausser  diesen  beiden  Defi- 
nitionen der  Krümmungscurven  hatten  wir  noch  folgende,  welche 
allerdings  nicht  blos  eine  andre  Form  dieser  beiden  ist:  die  Krüm- 
mungscurven sind  diejenigen  Curven,  deren  Tangenten  die  Richtungen 
der  Hauptschnitte  bestimmen. 

Bei  den  Rotationsflächen  liegen  die  Normalen  entlang  dem  Me- 
ridian alle  im  INIcridian,  bilden  also  eine  Ebene,  und  dies  ist  eine 
abwickelbare  Fläche.  Die  Normalen  in  den  Parallelkreisen  bilden 
auch  eine,  nämlich  einen  Kegel. 

Monge  ist  der  erste  gewesen,  der  diese  Theorie  der  Krümnmngs- 
curven   aufgestellt   hat,   und    zwar   ging   er  aus  von   der   dritten   Er- 
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klärung,    dass    «ic    diejenigen    Curven    .sind,    längs    deren    zwei   auf 
einandcrfelgcnde  Flächcnnormalen  sich  treffen. 

Anmerkung.  Charles  Dupin,  ein  Schiller  JMünge's,  hat  folgende 
Sätze  gefunden:  Denkt  man  sich  auf  einer  Oberfläche^ eine  Curve 
gezogen,  und  in  einem  Punkte  0  derselben  die  Tangente,  siehe  Fig. 
21,  so  wie  auch  die  abAvickelbare  Überfläche,  welche  die  gegebene 
Fläche  längs  der  Curve  umhüllt:  dann  findet  über  diejenige  Kante 
der  abwickelbaren  Oberfläche,  welche  durch  0  geht,  der  Satz  statt, 
dass  ihre  Lage  ganz  unabhängig  ist  von  dem  übrigen  Laufe  der  auf 
der  Fläche  festgesetzten  Curve,  und  nur  vom  Punkte  0  und  der 
dort  an  die  Curve  gezogenen  Tangente  abhängt.  Ein  zweiter  Satz 
hierüber  ist,  dass  zwischen  der  Tangente  (1)  und  der  Kante  (2),  die 
doch  beide  Tangenten  an  die  Oberfläche  sind,  eine  vollkommene 
Reciprocität  stattfindet;  d,  h.  legt  man  jetzt  durch  0  eine  Curve, 
deren  Tangente  (2)  ist,  so  wird  (1)  die  entsprechende  Kante  der 
durch  diese  Curve  gelegten  abwickelbaren  Umhüllungsfläche.  Dupin 
nennt  daher  die  beiden  Tangenten  (1)  und  (2)  conjugirte  Tangenten. 
Diese  Reciprocität  lässt  sich  nämlich  auch  so  darstellen:  Zeichnet 
man  auf  der  Tangentialebene  der  Fläche,  siehe  Fig.  15,  um  den 
Berührungspunkt  als  Mittelpunkt  die  (§  46,,  Anm.  1  angeführte) 
Ellipse,  deren  Hauptaxen  in  der  Richtung  der  Haupttangenten  der 
Fläche  liegen  und  an  Grösse  gleich  den  Wurzeln  aus  den  Krüm- 
mungsradien der  Hauptschnitte  sind,  so  sind  je  zwei  conjugirte  Tan- 
genten conjugirte  Durchmesser  dieser  Ellipse. 

§  75. 

Mit  Hilfe  dieser  Betrachtungen  nun  lassen  sich  eine  grosse  An- 
zahl Sätze  ganz  einfach  geometrisch  beweisen;  z.  B.  der  Satz: 
Wenn  eine  Kr ümmungs curve  eben  ist,  so  bildet  ihre 
Ebene  mit  den  Tangenten  der  Fläche  eine^n  coustantcn 
Winkel. 

Wir  schalten  zunächst  folgenden  Satz  ein:  Wenn  man|von  einem 
Punkt  nach  einer  Linie  zwei  andere  einander  unendlich  nahe  Linien 
zieht,  so  ist  ihre  Differenz  proportional  ihrem  Winkel,  d.  h.  von 
gleicher  Ordnung  mit  ihm.  Ist  aber  die  eine  der  beiden  Linien  nor- 
mal auf  der  gegebenen,  siehe  Fig.  22,  so  ist  ihre  Differenz  ein  un- 
endlich Kleines  zweiter  Ordnung.  Denn  ist  die  gegebene  Linie  ly 
der  gegebene  Punkt  0,  und  zieht  man  von  diesem  zwei  Linien  i\ 
and  r.,  nach  /,  von  denen  die  erste  mit  /  den  (stumpfen)  Winkel  w 
imd  mit  einer  als  Axe  angenommenen  festen  Geraden  OM  den  Win- 
kel V ,  die  zweite  also  mit  derselben   den  Winkel  v  -\-  dv  bildet,    so 

ist  im  Allgemeinen  r.,  =  ;■,  -r-— — r—rs  also 
°  -  '  sin  {\o  -f-  d  V) 


r.,  — r,  =  r 
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sin(,«t;  +  ^^J  "    '  &\n  \io -{- dv)  ' 

negativ,  weil  la  stumpf  ist.   Ist  dagegen  rj^l,  also  <^  iv  =  90",  so  wird 


.   ^  dv  dv^       dv^ 

sin    —  — 

.^  2    ,  1  — cos  dv  2  24 


9 


cosdv  cosdv  ^       dv^ 


Der  Ausdruck  für  r^—  r,  ist  offenbar  von  derselben  Ordnung  wie  dv] 
der  für  7\  —  r  aber  von  der  Ordnung  dv"^. 

Dies  vorausgeschickt,  denken  wir  uns  eine  Curve,  siehe  Fig.  23a, 
welche  Krümmungscurve  einer  Fläche  sei.  Denken  wir  uns  ferner 
die  abwickelbare  Umhüllungsfläche  längs  dieser  Curve,  so  werden 
ihre  Kanten  normal  sein  zu  den  Tangenten  der  Curve ;  es  sind  also 
die  mit  B  bezeichneten  Winkel  rechte.  Denken  wir  uns  statt  der 
ebenen  Curve  ein  Polygon,  so  enthält  jede  Tangentialebene  eine 
Kante  der  abwickelbaren  Fläche  und  eine  Polygonseite.  Es  ist  nun 
nachzuweisen,  dass  der  Winkel  zwischen  diesen  Tangentialebenen 
und  der  Ebene  des  Polygons  constant  bleibt.  Es  seien  ab,  hc  zwei 
Seiten  des  ebenen  Polygons,  siehe  Fig.  23b,  M  ein  Punkt  in  einer 
Kante  der  abwickelbaren  Fläche,  also  im  Durchschnitt  zweier  Tan- 
gentialebenen ;  dann  soll  -^  (a  b  M,  ab  c)  =  ^  {c  b  M,  a  b  c)  sein. 
Fällen  wir  daher  von  M  M0J_  auf  die  Ebene  abc,  und  von  dem 
Fusspunkt  0  OßA^  auf  die  Linie  ab,  so  ist  die  Neigung  der  beiden 
Ebenen  abM  und  abc  gemessen  durch  den  Winkel  MßO,  und  zwar 

hat   man   tg  MßO  =  tg  {ab  M,  abc)  =  jr^-       Ebenso    findet    man 

tg  {cbM ,  abc)  =  yit  J^^q  rechtwinkligen  Dreieck  MbO.     Da  nun  Oß 

von  Ob  sich  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  unter- 
scheidet, indem  -^  Oßb  =  R  ist,  so  ist  <^  {rtb M ,  abc)  =  (cbM,  abc). 

§  76. 

Nachdem  wir  jetzt  das  AVichtigste  aus  der  Theorie  der  gerad- 
linigen und  namentlich  der  abwickelbaren  Flächen  kennen  gelernt 
haben,  wird  es  nun  leicht  sein,  die  Aufgabe  zu  lösen: 

Die  K r ü m m u n g s c u r V e n  der  a b  w i c k e  1  b a r e n  F 1  ä c h e n  zu 
bestimmen.  Dass  die  geraden  Linien  der  abwickelbaren  Fläche 
das  eine  System  von  Krümmungscurven  sind,  ist  nach  §  74.  klar; 
denn  die  Normalen  der  Fläche  entlang  einer  solchen  Linie  bilden 
eine  Ebene,  d.  h.  eine  abwickelbare  Fläche.  Auch  das  andre  System^ 
von  Krümmungscurven  auf  den  abwickelbaren  Flächen  lässt  sich: 
sehr  einfach    definiren.     Die  Curven  dieses  Systems  müssen  die  desu 
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ersten,  d.  h.  die  Kanten  der  abwickelbaren  Fläche  rechtwinklig 
schneiden.  Daraus  folgt  z.  B.  für  die  Cylinderflächen,  dass  das 
andre  System  die  normalen  Schnitte  des  Cylinders  sind*,  für  die 
Kegelflächen,  dass  es  sphärische  Curven  sind,  denn  die  Kugel 
schneidet  jeden  ihrer  Radien  rechtwinklig;  es  sind  also  die  Durch- 
sijhnitte  des  Kegels  mit  einer  Reihe  Kugeln,  welche  von  der  Spitze 
aus  als  ihrem  Mittelpunkte  beschrieben  sind.  Bei  der  allgemeinsten 
Abwickelbaren,  welche  der  Ort  der  Tangente  an  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  ist,  hat  man,  da  jede  Curve  des  zweiten  Systems  sämmt- 
liche  Kanten  der  Fläche  rechtwinklig  schneiden  muss,  vermöge  des 
im  vorigen  Paragraph  bewiesenen  Lemma's,  wenn  a  ß  y  d  s ...,  siehe 
Fig.  24,  eine  solche  zweite  Krümraungscurve  ist:  ba  =  bß,  cß  =  cy,  also 
cß  =  hß  —  hc  =  ba  —  bc,  dy  =  cß  —  cd  u.  s.  w.  Die  Curve  a  ßy  .. . 
entsteht  also  dadurch,  dass  man  um  abc...  einen  Faden  legt,  und 
diesen  Faden  (von  e  an)  abwickelt.  Man  kann  also  unser  Resultat 
folgendermassen  aussprechen: 

Wenn  eine  Curve  im  Räume  gegeben  ist,  und  eine  gerade  Linie 
sich  tangirend  an  dieser  Curve  hinbewegt,  so  beschreibt  sie  eine 
abwickelbare  Fläche,  für  welche  die  gegebene  Curve  die  Wendungs- 
kante ist.  Jeder  Punkt  der  tangirenden  Geraden  beschreibt  alsdann 
eine  Krümraungscurve  des  zweiten  Systems  für  die  abwickelbare 
Oberfläche. 


8.  Krümmungscurven  der  Flächen  zweiten  Grades. 

§  77. 

Wir  wollen  nun  auch  die  wichtigsten  Sätze  anführen,  welche 
über  die  Kr  um  mungs  curven  der  Flächen  zweiten  Grades 
bestehen,  vind  zwar  derjenigen  Flächen,  welche  einen  Mittelpunkt 
haben.  Der  Hauptsatz  hierüber  ist  von  Dupin  (oder  von  Binet); 
er  lautet:  Die  Durchschnittscurve  zweier  confocalen 
Flächen  zweiten  Grades  ist  eine  Krümraungscurve  für 
beide. 

Beweis.     Ist   die   Gleichung  einer   Fläche   zweiten  Grades    mit 

einem    Mittelpunkte   folgende: [- "^  -] =  1,   also   die    der   con- 
focalen  (d.    h.    derjenigen,    welche   in   den    Hauptschnitten    dieselben 

Brennpunkte   besitzen)   r  +  t.- ^    +     "  ^  =  1 ,    so   ist   eine   Nor- 

^  ^     ci  —  KP  —  k      '      y  —  A.'  ' 

male  auf  der  gegebenen  Fläche 

X  y  z 

a  ß  y 
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lind  die  dieser  benachbarte 

^  —  x  —  dx  ^  n~y~äy    __  ^—2— dz   

x-\-dx  y-\.  dy      ~     z-\-dz~  ~  ^' 

a  ß  y 

Dafür,  dass  diese  beiden  einander  schneiden,  (§  74.),  hat  man  folgende 
drei  Bedingungsgleichungen:   dx  -|-  («_  A)  '^  4- /t  ^  =  0  oder 

{ccdx-]-((i~l)x~\-fidx  =  0 
ßdy  -\.(fi  —  X)y^iidy  =  0. 
ydz  -f-(|u,  — A)^  ^^(iz  =  {) 

Eliminirt  man  hieraus  ^  — A  und  ^,  so  findet  man  als  die  Gleichung 
der  Krümmungscurven  für  die  erste  Fläche: 

adx  {jjdz—zdy)  -\-ßdt/{zdx  —  xdz)  +  ydz (xdij—ydx)  =  0, 
oder  mit  andrer  Anordnung: 

xdydz  iß  —  y)  +  ydzdx  {y  —  a)  +  zdxdy  (a—ß)  =  0. 
Dies  ist  aber  auch    die    Gleichung    der    Krümmungscurven    für    die 
zweite  Fläche,   da  sie  sich  nicht   ändert,   wenn   a,  ß,y  gleichzeitig 
um  k  abnehmen.   — 

dx,  dij,  dz  sind  die  kleinen  Zuwächse,  welche  x,y,z  annehmen, 
wenn  man  auf  der  Curve  fortgeht.  Da  die  Curve  nun  auf  der  ge- 
gebenen Fläche  liegt,  so  hat  man  für  diese  Incremente  die  Gleichuno- 
xdx    .    ydy    .    zdz         f.  j  •  i       •  ,  ^ 

'"cT  '^~f  '^T  ^     '  ^  ^^®    ^"^^^    '''"^   ^®^'   zweiten    liegt: 

xdx     ,    ydy     .     zdz         ^       „. 
^^ZZk  ~r  ßZTk  -r  ^yZTk  =  ^'     hieraus    kann   man  die   Verhältnisse   der 

dx,  dy,  dz  zu   einander  bestimmen.     Wir  thun    es,    indem   wir   den 
imbestimmten  Factor  f  einführen: 

f. xdx  =  ^-, ^- =  YlzilAr-Jl±ßA  _        (ß~7)J^ 

ß(y-k)       y{ß-k)  ßY{ß-k){y-k)     ~W{ß-k)iY~k) 

oder  wenn  wir  statt /  das  Product :  f  .a.ß.y  .(a  —  /:).{ß  —  /■. (j._ n  =  jr 
einführen : 

F.x.dx  =  a{ß  — y){a  — A)  und  ähnlich  F. y.dy  =  ß{y  —  a)  {ß  —  A) 
und  F.z.dz  =  y{a—ß)  {y~k).     Also  wird 

^y-^--  pr^  (y-  «)  i^-ß)  {ß-k)  {y~k) 
und  ähnlich  die  andern.    Wir  können  somit  die  Gleichung  der  Krüra- 
mungscurve  durch  Substitution  dieser  Werthe  und  Multiplication  mit 
F"^  so  schreiben: 

~^V{^~ß)  (ß-r)  (y-a)  (/3-X-)  (y-k) 

+ 1«  J'«  (^-  ß)  (ß-y)  ir~'<)  (r-k) («-A-) 

+  —  «/5(«-^)  iß-y)  (y-a)  (a-k){ß~k)  =  0 
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oder 

«  («  -  /.•)   T^  (3  (,3-  /,•)    ^  y  [y-h)  ~  '-'• 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  aber  auch,  indem  man  die  Gleichungen 
der  beiden  confocalen  Flächen  von  einander  subtrahirt. 

Für  diese  Flächen  ist  also  die  Durchschnittscurve  zugleich  Krüm- 
mungscurve. 

§  78. 

^  Führen  wir   die   weitere   Discussion   nur  für  das   Ellipsoid   fort 
so  ist  die  nächste  Frage:  ' 

In  welchem  Falle  wird  das  Ellipsoid-  4-^-  -\-~  —  \  =0 

von  einer  confocalen  Fläche  - ^ -|- ,^ -^ -i_  ^' i  —  0  o-o 

a^—lc    '   h''  —  li    y^  c-  —  k         —  '^ge- 
schnitten? 

Ist   eine  Durchschnittscurve  vorhanden,   so  muss   für  diese  jede 
Combination  der  beiden   vorliegenden   Gleichungen,    also    auch  ihre 

^^^^^'""^  ^^^W=^)  +  Wi^  +  cV=^  =  ^  ^'^*^"-  ^'^^'^  Gllei- 
chung  stellt  im  Allgemeinen  einen  Kegel  dar ,  der  mit  dem  Ellipsoid 
concentrisch  ist,  vorausgesetzt,  dass  nicht  alle  drei  Glieder  derselben 
gleiches  Zeichen  haben.  Da  nun  dieses  Zeichen  von  den  Grössen 
a^  —  k,  h'^  —  k,  c^~k  abhängt,  so  folgt  unmittelbar,  dass  ein  Durch- 
schnitt beider  confocalen  Flächen  stattfinden  wird,  sobald  die  drei 
Grössen  d'^k,  F'  —  k,  ^-  —  k  nicht  zugleich  positiv  oder  zugleich 
negativ  sind. 

Setzen  wir  jetzt  fest,  dass  von  den  drei  Halbaxen  «  die  grösste, 
b  die  mittlere,  c  die  kleinste  sein  soll,  so  muss  offenbar  cf-  >  k>  c'~ 
sein,  damit  ein  Durclischnitt  stattfindet.  Legen  wir  dem  k  alle  mög- 
lichen Werthe  bei,  von  k  =  C'  anfangend  bis  zu  k  =  a'  hin,  so 
finden   wir:    Für   Ä- =  t-   wird   die  confocale   Fläche  zu   der  Ellipse 

welche  in  der  Ebene  der  grössten  und  mittlem  Axe  liegt.  —  Für 
c2  <  A'  <  b'i  erhält  man  ein  einflächiges  Hyperboloid  und  zwar  ein 
schneidendes.  —  Für  /,:  =  b'-  ergiebt  sich  die  Hyperbel 

welche  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe  liegt.  (Es  ist 
dies  beiläufig  dieselbe  Hyperbel,  von  der  aus  man  die  Rotations- 
kegel   berührend   an  das  Ellipsoid  legen   kann.     Die  Scheitel  dieser 
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Hyperbel  sind  die  Brennpunkte  der  obigen  Ellipse,  und  umgekehrt. 
Diese  Hyperbel  und  die  Ellipse  stehen  daher,  weil  ausserdem  ihre 
Ebenen  rechtwinklig  zu  einander  sind,  in  der  Beziehung,  dass  jeder 
Kegel,  dessen  Spitze  in  der  einen  der  beiden  Curven  liegt  und  dessen 
Seiten  durch  die  andre  gehen,  ein  Rotationskegel  ist.)  —  Für 
ft^  <  A-  <  «2  findet  man  ein  zweiflächiges  Hyperboloid  mit  wirklichem 
Durchschnitt.  —  Durch  jeden  Punkt  des  Ellipsoids  lassen  sich  also 
zwei  confocale  Flächen  legen,  nämlich  ein  Hyperboloid  der  ersten 
Art  und  eins  der  andern  Art.  Denn  ist  x,  tj ,  z  ein  Punkt  des 
Ellipsoids,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Gleichung 

->.2  ofl  f^ 

-^ L  -Jl I 1_  =  1 

«2  — ^•  ^  h'^  —  k  ^  c^  —  k 

nach  k  aufzulösen,  welche  ausser  der  Wurzel  k  =  0,  die  das  Ellip- 
soid  selber  ergiebt,  nur  noch  zwei  Wurzeln  hat.  Hieraus  folgt: 
Sämmtliche  Krüramungscurven  des  Ellipsoids  sind  die  Durchschnitte 
des  Ellipsoids  mit  sämmtlichen  Hyperboloiden,  welche  dem  Ellipsoid 
confocal  sind. 


§  79. 
Schreibt  man  die  Gleichung  für  k  in  folgende  Form : 


_j 'J-. I t =  0 


a^a^-k)    '    b^¥'-k)    '    c^c'^  —  k) 

so   lässt  sich   sofort   übersehen ,   dass  sie   keine  imaginären   Wurzeln 

haben  kann.   Setzt  man  der  Kürze  halber  -^  =  H'^     t„-  =  «^     V  =  t't 

ir  ri^  t^ 

SO  wird  sie  -^-y  -\-         ,  +  i  "t.  =  0,   Hätte  diese  Gleichung  imagi- 

näre  Wurzeln,   z.  B.  l -\- l' i  und  /  —  /'/,  so  müssten  folgende  beiden 
Gleichungen  stattfinden 

;      1^   h2_1  _T,-      1^    ^2  _  7  _   7   ,  " 


(c^—l  —  Vi    '    ¥  —  l  —  ri    I    c^-Z-  Vi 
und 

I! I t I ^1 =  0 

also  auch  ihre  Differenz 

2iH'i         .         2riH'i         .         2tn:i       ^r). 

diese  Gleichung  aber  könnte  nur  dadurch  bestehen,  dass  der  gemein- 
schaftliche Factor  l' =  0  wäre:  die  Wurzeln  für  k  enthalten  folglich 
i  nicht,  sondern  sind  reell. 

Es  ist  leicht  zu  übersehen,   dass  man  von  einer  ähnlichen  Glei- 
chung, auch  wenn  sie  mehrere  Glieder  hat,  immer  dasselbe  auf  die- 
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selbe  Art  wird  beweisen  können;  denn  die  Anzahl  der  Glieder  bildete 
kein  Moment  des  Beweises. 

Löst  man  nun  unsre  Gleichung  nach  k  auf,  so  wird  sie  folgende 
Gestalt  annehmen: 

x'^b'^c\V^  —  k)  (c2  -  k)  +  y  V«^(c2  —  k)  {a"  —  /t)  +  z^^-'Z^^  («-!  _  k)  {b'^—k)  =0 

oder 

Der  Coefficient  des  Quadrates  von  k  ist  vermöge  der  Gleichung 
des  Ellipsoides  a'^b-c-.  Dividirt  man  daher  mit  diesem  Factor  die 
ganze  Gleichung,  so  wird,  wenn  man  die  beiden  Wurzeln  von  k  mit 
X'j  und  ^2  bezeichnet: 

A-i    .   k^.a'^b^c'^  =  b'c*x'^-\-c*a*y'^-}-a*b*z\ 
Nimmt  man  hierzu  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

02^2^2  =  Ö2c2a;2  _j_  c""- a^ y-^  -j-  ß'^b'^z'^, 

so  hat  man  drei  Gleichungen,  aus  welchen  man  x,  y,  z  als  Func- 
tionen der  beiden  neuen  Veränderlichen  k^  und  A-j  darstellen  kann. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  erste  mit  — a-,  die  dritte  mit  +  «*, 
und  addirt  alsdann  alle  drei,  so  fallen  die  Glieder  mit  tß  und  z^ 
hinweg  und  man  erhält: 

a%-'-c'^—a'b''c'' (X-j  +  k.,)  +  ä'b''cn-,k,=  [a^b'^c''-  -  (C-b'^c'  {b"-  +  c"-)  -\-b*c*}  x'' 

oder 

0^  (»^  — ^•|)(»^  — Ag) 

02    ~~  («^  -  &2)  (a2  _  c2) 

und  analog 

§  80. 
Setzen  wir  nun  wiederum  folgendes  Grössenverhältnis  unter  den 
Halbaxen  fest:  a^byc,  so  ist  bei  "^  der  Nenner  positiv,  folglich 
muss  es  der  Zähler  auch  sein,  d,  h.  es  müssen  /r,  und  k^  gleich- 
zeitig entweder  <  a-  oder  >  «2  sein.  Bei  ^^  ist  der  Nenner  negativ, 
also  muss  es  der  Zähler  auch  sein,  d.  h.  von  den  Grössen  Ä",  und  k.^ 
muss  eine  grösser,  die  andre  kleiner  als  ö^  gein.  Bei  -^  endlich  muss 
der  Zähler  wiederum  positiv  sein,  weil  der  Nenner  es  ist;  es  müssen 
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also  h\  und  /,.,  beide  entweder  >  c-  oder  beide  <  c-  sein.  Dies 
alles  kann  aber  zusammen  nur  dann  bestehen,  wenn  man  folgende 
Reihenfolge  der  hier  in  Betracht  kommenden  Grössen  hat:  c-  /r,  h' 
h\  a-,  vorausgesetzt,  dass  die  grössere  Wurzel  der  quadratischen 
Gleichung  für  />•  durch  k^  bezeichnet  wird. 

Addirt  man  die  drei  zu  Ende  des  vorigen  Paragraphen  aufge- 
stellten Gleichungen,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Ellipsoids. 
Schreibt  man  sie  aber  so: 

«2  —  kl  ~~  («2  —  h^)  («2 -  c«)     &—]7i  ~~  (b^  —  c"-)  Qj"-  —  a«) 

c« — Ä'i  "~  (c2 — a2)  (c2 — }ß) 
und  addirt  sie  jetzt,  so  ergiebt  sich 

-^ I y. I 1 =  1- 

a^  —  ki    1    V  —  k,  ^  c2-/,i  ' 

also  alle  Punkte,  für  welche  />•]  constant  ist,  liegen  auf  einem  zwei- 
fächrigen  Hyperboloid,     Ebenso  findet  man   die  Gleichung 

^ [_     y      t  [       ^'      1 

«2 — 1\  ~f"  ftä  -  Ic,  "T"  c2  -  /.'a  ' 

welche  bedeutet,  dass  alle  Punkte,  für  welche  X.,  constant  ist,  auf 
einem  einfächrigen  Hyperboloide  liegen.  Demnach  kann  man  sägen: 
die  Gleichungen,  in  welchen  die  Coordinaten  x,  y,  z  als  Functionen 
der  beiden  neuen  Veränderlichen  /r,  und  A.,  dargestellt  werden, 
drücken  jeden  Punkt  des  Ellipsoids  aus  als  Durchschnitt  zweier 
Curven,  die  man  dadurch  erhält,  dass  man  den  Grössen  k\  und  k.^ 
bestimmte  Werthe  beilegt.  Diese  Curven  sind,  wie  wir  Avissen, 
Krümmungscurven  des  Ellipsoids. 

Anmerkung.  Diesen  Gleichungen  lässt  sich  eine  trigono- 
metrische Form  geben,  welche  für  manche  Zwecke  bequemer,  wenn 
auch  weniger  symmetrisch  ist.     Wir  setzen 

k,  —  Iß  o        Iß  —  ko  9 

-— ^  =  cos-  U,     ,, :,   =  COS''   V, 

SO  wird  zunächst  y  =  b .coa  u.coa  r.     Ferner  findet  man 

/."i  =  b''  -\-  {(('•  —  b""')  COS-  u     und     /.\,  =  />-  —  (/;-  —  c')  cos-  v, 
also 
U' —  Ai  =  (a- — b')  sin-  u     und     ^ü-  —  k.^  =  /r  —  b'  -\-  {b'-  —  c'')  cos-  v. 
Es  wird  folglich 


-,  =  sin^ 


/a^-l/i    ,    Z^2-c2         .    \ 
U  (    ,         ,   +  —, r,  cos-  V) 

oder  wenn  wir 


a^  —  lß    .j         &2  — C'     y.^ 
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setzen,   wodurch  A-  -\-  X'^  =  1   Avird:    . 

'  i  =  sin-  u  (\  —  K"^  sin-  v). 
Eine  ähnlielie  Formel  findet  man  für  z\  nämlich  man  bekommt 

=  sin-  y  (1  —  A-  sin'-^  u). 


C 


Setzt  man  nnn  die  }/\ — A'^  sin"^  y  =  z/',  ]/!  —  A"-sin- ?<  =  z/,  so  hat 
man  folglich  als  trigonometrische  Form  der  elliptischen 
Coordinaten  folgende  Gleichungen: 

X  =  a  sin  w.z/'     y  =  h  cos  u.cob  v     z  =  c  sin  v.zJ. 

u  und  /'  sind  also  die  Parameter  der  Krümmungscurven. 


§  81. 

Aufgabe.     Es  ist  ein  Ellipsoid  -^  +  va  -}-    ^  =  1  gegeben  und 

irgendwo  ein  Punkt  ^,  r],  ^.    Man  soll  die  confocalen  Flächen,  welche 
durch  diesen  Punkt  gehen,  bestimmen. 

Die  Auflösung  besteht  darin,  dass  man  die  drei  Wurzeln,  welche 

/i    aus     der    Gleichung    -v^^- +  t,-"!- +  -,  ~x^  =  1     annimmt,     be- 
°    a^  —  A    '    0^  —  Ä    '    c^  —  K  ' 

stimmt.     Keine  der  drei  Wurzeln  ist,  wie  wir  wissen,  imaginär. 

Bestimmt    man    die    Coordinaten    I;  ^?;  ^;    welche    irgend    einem 

Punkte  des  Raumes  angehören,    durch   die  drei  Wurzeln  der  obigen 

Gleichung,    welche    X-,  Aj,  h.^   sein   mögen,    d.  h.    löst   man   die    drei 

Gleichungen 

a^  —  h  ^  &2~A-  ^  e-l  «2  —  /.-,  ^  6^-Ä-,  ^  c^-Ä:,  "~ 

a2  — /.-^  "T  ?-2-/,2  "1"  c'  —  k.^  ~ 
nach  ^,  j;,  ^  auf,   so  erhält  man 

.0  _  (c^-AO(c^-A-i)(c-^ -/.-,) 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  ein  neues  Coordinatensystem. 
Sie  geben  nämlich  nicht  die  Coordinaten  ^,  7],  ^  eines  Punktes  an, 
sondern  die  drei  Grössen  A- ,  /. , ,  /i.,,  welche  die  drei  confocalen  Flächen 
bestimmen;  oder,  wie  man  auch  sagen  kann:  Sie  geben  jeden  Punkt 
im  Räume  nicht  als  Ecke  eines  Parallelopipedons ,  sondern  als  Durch- 
schnitt dreier  confocalen  Flächen.  Der  Ursprung  dieser  Betrachtun- 
gen  geht    auf  Euler   zurück.     Er    hatte   sich    die   Aufgabe   gestellt: 


—     126    — 

Wenn  zwei  Punkte  gegeben  sind,  und  ein  dritter  von  diesen  beiden 
nach  dem  bekannten  Newton'sclien  Gesetze  angezogen  wird,  die  Be- 
wegung dieses  Punktes  zu  bestimmen.  Die  Integration,  auf  welche 
er  dabei  kam,  gelang  ihm,  indem  er  statt  der  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x  und  ij  zwei  andre  Grössen  einführte,  die  nach  einer  Be- 
merkung, welche  später  Legendre  gemacht  hat,  den  Grössen  k,  h\,  k^ 
im  Räume  analog  sind;  setzt  man  nämlich  die  eine  der  beiden  Hilfs- 
grossen,  welche  Euler  anwendete,  constant,  so  erhält  man  lauter 
Punkte,  die  auf  einer  Ellipse  liegen,  welche  die  gegebenen  festen 
Punkte  zu  Brennpunkten  hat.  Setzt  man  die  andre  Hilfsgrösse  con- 
stant, so  bekommt  man  Punkte  einer  Hyperbel,  welche  mit  der 
Ellipse  confocal  ist.  Euler  bestimmte  also  jeden  Punkt  der  Ebene 
als  den  Durchschnitt  zweier  confocalen  Kegelschnitte. 

§  82. 

Die  wichtigste  Anwendung  der  elliptischen  Coordinaten  ist  die 
zur  Berechnung  der  Oberfläche  eines  Ellipsoids.  Das  Ober- 
flächen-Element ist  =]/E.G  —  F'^dudv,  wobei  für  die  elliptischen 
Coordinaten  die  Grösse  F  =  0  ist,  weil  hier  die  Curven  U  und  T 
sich  rechtwinklig  schneiden.  Es  ist  nun  vermöge  der  elliptischen 
Coordinaten 

x  =  asinuzl'     y  =  b  cos  u  cos  v    z  =  csmv^ 
wo 


^'  =  l/l  — A'2sin2y    zl^yi  —  k'^sin^u    und    A^^-,-"^  A'2  =  - 
also  A'2  -\-  p  =^  l  ist: 

dx  .,      dy  ,    •  dz  X^  c  sinv  sinu  cosu 

-rr-  =  tt  cos  u  zl      TT-  =  —  0  Sin  if  cos  v     ------  == ~ ; 

ö^l  du  cu  ^ 

also  wird  die  Grösse 
A  =  (rco^n  —  a- 1  ''cos-  iisnvv  -4-  h-  sxw  u  cos-  v  -\ ,,  .  „ • 

Setzt  man  hierin  statt  sin-?'  überall  1  — cos'-y,  so  nimmt  E  die  Form 
an :   E  =  P  -^  Q)  cos^  v.     Es  ist  nun 

r,  0         ■)  o         o       i'o     I     c^  A' sin'tt  COS't* 

r  =  a-  cos-  u  —  a^  cos-  uK-  -\ ,      ^,^^.3 

10        ■>      (  •>    I     c-A'siii-M|         cos-^^  A*  I   0    <o    1      919    •    o    I 
=  A-  cos-u  \u-  +  ,  --,,-^-5— (  =  — ^—  W  ^   +  c^   sm-?/} 

=  — -71  —  \a-  —  (rt^  —  c')K^  sin- m  =^  -     .,       f  cos-  u  -}-  h-  sin'?/| 

und 

r,  9  I'o        0        I     ,9    •    o  c^  A'' sin-M  cos-i< 

(j=^  cv  Xi  cos-  u  -f-  //-  sur  u rs-^-^ 

'  1  — A^Kin^tt 
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oder  weil 

X2  ^  ^4--  ^\  also  —  c2  P  =  aU'2-  b\ 
a'-  —  C  ' 

Also  wird 

iJ  = '.^ |/l-  cos^  ?/  +  A  ^  COS'' t'l ; 

ebenso 

G  =^  — ,, [  A^  cos-  //  +  A  -  cos-  0  \  , 

^ '  l  '  f 

demnach  das  Oberflächenelement 

=  du  .dv. ^-^ •  /{a'cos^u  -{-  b'sm^ii)  {c-  cos-'y  -\-  ^-^  sm-  v). 

Integrirt    man    diesen  Ausdruck   innerhalb  0  und  „~   nach   beiden 

Variabein  ii  und  v,  so  erhält  man  den  üctanten  des  EUipsoids;  man 
findet   somit   das  ganze  EUipsoid  gleich  achtmal  folgendem  Ausdruck 


7t 

2 


J 5 "«■J 


2  2 


J' 


dv 


I     i">   rya?CQA'^u-\-b'^s\v?u    ,        i  co^^vVc^ao^'^v-V-b'^sm^v     , 

+  ^  7 J ^^j :ä^ ^'^^ 


§  83. 

Der  Dupin'sche  Satz ,  dass  sich  zwei  confocale  Flächen  in  Krüm- 
mungscurven  schneiden,  ist  von  Dupin  selbst  auf  je  drei  Systeme 
sich  rechtwinklig  schneidender  Flächen  erweitert  worden.  Dieser 
erweiterte  Satz  ergiebt  sich  als  Folgerung  aus  dem  nachfolgenden 
Lehrsatz : 

Wenn  drei  Flächen  /' =  0  F^  =  0  F^  =  0  in  ihren 
Durchschnittspunkten  normal  auf  einander  stehen,  so 
sind  in  dem  Punkte,  in  welchem  alle  drei  Flächen  sich 
schneiden,  die  Tangenten  der  Durchschnittscurven  zu 
gleicher  Zeit  die  Tangenten  der  Krümmungscurven  oder 
Haupttangenten. 

Die  beiden  Flächen  F  und  F^  mögen  sich  in  der  Curve  1,  siehe 
Fig.  25,  die  beiden  F^  und  F.^  in  der  Curve  2,  und  F.^  und  F  in  der 
Curve   3    schneiden.      Behalten    wir    die    in   §   40.    angegebenen    Be- 
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zelclmungen  für  die  partiellen  Differentialquotienten  von  F  bei,  nnd 
bezeichnen  die  entsprechenden  Ableitungen  der  Functionen  F^  und 
/^2  durch  die  entsprechenden  Buchstaben  mit  dem  Index  1  resp.  2, 
so  haben  wir  folgende  drei  Gleichungen: 

1)  damit  F  1_  F^:       P  .P^ -\-  Q  .Q^ -\-  R  .R^  =  0 

2)  damit  F^  .L  F^:       P^.P.^-{-  Q^. Q.^  -[-  R^.R^  =  0 

3)  damit  F^  ±,  F  :       P^.P  -j-  0.^.0   -{-  R^.R  =0. 

Die  Gleichung  (1)  findet  nun  nicht  blos  in  einem  bestimmten 
Punkte,  sondern  entlang  der  ganzen  Curve  1  statt.  Wir  dürfen  sie 
daher  differentiiren ,  und  erhalten  dadurch  folgende  Gleichung 

4)  P.dP^  4-  O.dQi  -\-  R.dR^  +  P^.dP-\-  Q^.dQ -{-  R^.dR  =  0, 

in  welcher  Gleichung 

dP=  Ldx-]-  N'dy  -\-  M'dz     dQ  =  N' dx  -f-  Mdy  -^  L' dz 
dR  =  M'dx  +  L'dij  +  Ndz 

ist  und  ähnliche  Werthe  für  dP^,  dQ^,  dRy  gelten.  Die  Differentiale 
der  Coordinaten,  welche  hier  vorkommen,  haben  folgende  Eigen- 
schaft: Bezeichnet  man  das  Curvenelement  von  1  mit  ds,  so  ist  die 
Gleichung  der  Tangente  von  1  in  irgend  einem  Punkte 

dx  dy  dz    ' 

ds  ds  ds 

die    Normale    der    Fläche    F.^    ist    ferner    ^-p-—  =  ^^r^  =  ^^  '       I^^ 

"2  ^i  -tii 

Punkte  0   sind  beide  Geraden   identisch.     Bezeichnet   man  also    die 


y P^^  +  Q2   -\-  R.^  durch  h^,  so  hat  man  für  Punkt  0  die  Gleichungen: 

1—  =  "7^,  -T^  =  ¥^,  ^-  =  T^*    Demnach  werden  in  der  Gleichung  (4) 
ds  1(2  '   ds         7*2  '  ds         7*2  0  v  ; 

die  ersten  drei  Glieder 

P.dP^  +  Q.dO^  +  R.dRy  =  P{L^.dx  -f  I^; .dy  +  M^'.dz) 
+  Q  {N;dx  -f  M^  dy  +  l; dz]  +  R  [M{dx  +  L;dy  -f  N^  dz} 

=  %  k-^  {^'^^'  +  '^'''^>'  +  ^' ^A'}  +  O2  {^^v,'+  QM,  +  Rl;} 

=  ^  { Z,  /^/^,  +  M,  Q 0,  -^  N,RR,-\r  Z/  ((>, R  +  R,  Q) 

+  M^'  {R,  P  -\-  P,R)  -{-  N;  {P,  0  +  0->  P)\  ■ 
Setzen  wir  daher 

z,  pp,  +  /i/j  ()(^  H -f  iv; {P,o-^  Q.,P)  =  ^1 

und  analog 


und 
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so  wird  zunächst  die  Gleichung  (4)  -j--U{  +  7~-^  =  0)  denn  in  Be- 
ziehung auf  F^  sind  die  ersten  drei  Glieder  von  den  letzten  dreien 
nicht  verschieden.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man  durch  die 
Differentiation  der  beiden  andern  Gleichungen,  wobei  nur  zu  merken 
ist ,  dass  die  Differentialgleichungen  zwar  noch  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung der  entsprechenden  Durchschnittscurve  gelten,  die  resul- 
tirenden  Gleichungen  in  U,  U^,  U.^  aber  nur  für  den  Punkt  0,  weil 
nur  für  diesen  Punkt  die  zu  ihrer  Ableitung  nothwendige  Beziehung 
besteht,  dass  die  Tangente  an  die  Durchschnittscurve  zweier  der 
gegebenen  Flächen  Normale  zu  der  dritten  Fläche  ist.  Lassen  wir 
daher  in  den  resultirenden  Gleichungen  die  gemeinschaftlichen  Fac- 
toren  weg,  so  erhalten  wir  für  Punkt  0  folgende  Gleichungen: 
U^-\-  U  =  0  ^.^  -f  ^,  =  0  ^  4-  ^..  =  0.  Diese  ergeben  als  Summe 
U  -\-  U^  -\-  U.^  =  0  und  folglich,  wenn  man  jetzt  von  dieser  Summe 
jede  der  vorigen  drei  Gleichungen  subtrahirt '.  U  =  0    6^,  =  0    U^=^0, 

Die  Gleichung  U  =  0  oder  U  .'^  oder   P^.dP-[- Q^.dQ -\-  R^.clR  =  0, 

ferner  die  Gleichung  (1)  nämUch  P^.P -\-  Q^.Q -{- Pi,^  .R  ^=  0  und 
folgende  Gleichung,  welche  angiebt,  dass  im  Punkte  0  die  Tangente 
an  die  Curve  1  normal  steht  auf  der  Normale  der  Fläche  F^  ==  0, 
nämlich  P^.dx  -{-  Q^.dy  -\-  R^.dz  =  0'^  diese  drei  Gleichungen  er- 
geben, wenn  man  die  Quotienten  /'j  Q^  R^  eliminirt: 


=0 


für  Punkt  0.  Diese  Gleichung  ist  gleichzeitig  die  für  die  Krüm- 
mungscurve  der  Fläche  F==0,  d.  h.  sie  giebt  die  Richtung  der 
Haupttangenten  im  Punkte  0  an.  Man  findet  also:  im  Punkte  0  ist 
die  Tangente  der  Curve  1  zugleich  Haupttangente  der  Fläche  F  =  0. 
Aehnliches  gilt  für  die  andern  Durchschnittscurven. 


§  84. 

Folgerung.  (Der  erweiterte  Dupin'sche  Satz.)  Wenn 
drei  Systeme  sich  rechtwinklig  schneidender  Flächen  ge- 
geben sind,  so  ist  der  Durchschnitt  von  je  zweien  eine 
Krümmmungscur ve  für  beide. 

JoACiiiMSTiiAL  ,  AiuveiKlung  d.  Differeiitialrccliii.  9 
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Es  sei  /''=0(Fig.  26)  eine  Fläche  des  einen,  i^,  =  0  eine  des 
zweiten,  F^  =  0  eine  des  dritten  Systems,  die  sich  überall  rechtwinklig 
schneiden  sollen.  Die  Fläche  F  wird  aber  nicht  nur  von  den  Flächen  F^ 
lind  F^  rechtwinklig  geschnitten,  sondern  noch  von  F(  F^ ,  F('  F.'^\ 
Fl"  F.l"  u.  s.  w.  bis  ins  Unendliche,  welche  paarweis  sich  wieder 
selbst  rechtwinklig  schneiden.  Nennen  wir  daher  den  Punkt 
(/^,  7^1,  F.;)  =  0' ,  den  Punkt  {F,  F^,  F.,")  =  0"  u.  s.  w.,  so  sind 
diese  Punkte,  welche  wir  als  aufeinanderfolgende  Punkte  betrachten 
dürfen,  alles  Punkte  wie  0,  d.  h.  in  ihnen  ist  die  Tangente  an  ihre 
Curve  Haupttangente  an  die  betreffenden  Flächen.  Die  Punkte 
0,  0' ,  O"---  liegen  aber  auf  der  Curve  1,  mithin  ist  1  Krümmungs- 
curve  für  die  beiden  Flächen  F  =  0  und  i^j  =  0,  deren  Durchschnitt 
sie  ist;  und  so  ist  es  mit  allen  andern  Durchschnittscurven. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  (§  77.)  nicht  eigentlich  boAviesene, 
sondern  nur  verificirte  Satz  als  specieller '  Fall,  dass  nämlich  die 
Durchschnitte  eines  Ellipsoids  mit  den  confocalen  Flächen  oder  über- 
haupt die  Durchschnittscurven  der  confocalen  Flächen 
Krümmungscurven  sind.  Denn  durch  jeden  Punkt  im  Räume 
lassen  sich  drei  Systeme  confocaler  Flächen  legen  (§  81.),  und  diese 
schneiden   sich    rechtwinklig.     Für   jeden    Punkt    des    Durchschnitts 

findet    bekanntlich     die    Gleichung    —y^ — y,  -\-  „  ,/    ^r  -j — ~ — ^r  =  0 

statt.     Dieselbe  Gleichung  giebt  aber   auch  an,   dass   die  Tangenten 
an    die   Durchschnittscurven   auf  einander  normal   stehen.      Denn  an 

die    Flächen [-  ^  H =1  und  -^—7-  +  ^-7  -\ t  =  1)    deren 

a     '     p      '     y  K  —  k     '    p  —  IC    '    y — K  ' 

Durchschnitt    die    obige    Gleichung    hat,    sind   die  Tangentialebenen 

resp.  |^-f-^^  +  |e=l  und  -^  ^ -{- ^J^— ^  + --^.  ^  =  ],    „nd 

diese  stehen  auf  einander  normal,  wenn 

X    _x__   ,    tj_ .     y       ,    ^   __s_  ^^  -^ 
a' cc  —  k'^  ß     ß  —  k~^y'y—k 

Dies  ist  zugleich  die  Gleichung  des  Durchschnitts. 


§  85. 

Als  Schluss  der  Lehre  von  den  Krümmungscurven  wollen  wir 
noch  einen  Beweis  für  den  (in  §  63.)  angeführten  Gauss'schen  Satz 
geben,  nämlich  für   den  Satz: 

Der  Quotient  — ,  wenn  6  und  s  die  dort  festgesetzten  Bedeutun- 
gen haben,  ist  gleich  dem  reeiproken  Werth  des  Products  Qi-q,- 

Nehmen  wir  ein  unendlich  kleines  krummliniges  Viereck  s^  =  ABDC 
auf  einer  gegebenen  Fläche  an,    siehe   Fig.   27,    dessen    gegenüber- 

1 
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liegende  Seiten  Bogen  von  Kriimninngscurven  seien,  und  ziehen  die 
Normalen  in  dreien  seiner  Eckpunkte:  die  Normale  in  A,  welche 
von  der  in  B  im  Punkte  a  geschnitten  wird,  und  die  Normale  in  C, 
welche  die  von  A  im  Punkte  ß  schneidet;  nennen  wir  ferner  das  auf 
einer  Kugel  vom  Kadius  1  durch  parallele  Normalen  bestimmte  eben- 
falls unendlich  kleine  Viereck  ahdc  =  6^^,  dessen  Normalen  sich  im 
Mittelpunkte  M  der  Kugel  schneiden:  so  ist  zunächst  '^CAB=^cab  =  R. 
Wir  können  folglich  beide  Vierecke  Avegen  ihrer  verschwindenden 
Kleinheit  als  Rechtecke  ansehen,  und  es  ist  mithin  der  Inhalt  von 
s^f  =  AC.AB ,  der  von  er,,  =  ac.ah.     Nun  ist 

AB  =^  Aa.{Aa,  B a)  =  Aa.{aM,  hM)  --=  ^«-^^^  Aa.ah 

und  AC  -^  Aß. [Aß,  Cß)  =  Aß.ac.  Aa  und  Aß  sind  aber  die  Haupt- 
krümmungsradien für  Punkt  A  der  gegebenen  Fläche:  Aa  =  Qy  Aß  =  Q2i 

mithin  wird  —  = ^ = •  —  Nehmen   wir   nun   ein    belie- 

Sq         Qi.ab.Q2.ac        q^q^ 

biges  Oberflächenelement  ö,  so  können  wir  es  uns  immer  durch  die 
Krümmungscurven  der  Fläche  in  unzählig  viele  gegen  das  Ele- 
ment 6  selbst  unendlich  kleine  solche  Rechtecke  zerlegen  wie  6q 
ist;  für  jedes  solche  Viereck  (7^  gilt  der  Satz  wie  bewiesen  ist.     Die 

Grösse ist  nun  zwar  nicht  dieselbe  für  alle  die  (;,, ;  da  aber  die 

Qi  ■  Qi 

(T|,  selbst  nur  unendliche  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  so 
sind  es  ihre  Aenderungen  ebenfalls;  diese  kann  man  somit  vernach- 
lässigen, und  der  Satz  gilt  allgemein  für  ein  Element  von  beliebiger 
Grösse. 


9.  Die  Theorie  der  kürzesten  (geodätisclien)  Linien  auf  den  Flächen. 

§  86. 

Lehrsatz.  Die  kürzeste  Linie  zwischen  je  zwei  gege- 
benen Punkten  einer  Fläche  hat  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  Schmiegungs ebene  durch  die  Normale  der  Fläche 
geht,  in  jedem  Punkte  der  Linie,  oder,  was  absolut  dasselbe 
ist,  dass  der  Krümmungsradius  zugleich  eine  Normale  der  Fläche  ist. 

Beweis.  Auf  der  Fläche  F{x,y,z)  =  0  seien  zwei  Punkte 
(1)  ^  (a,  h,  c)  (3)  =  («',  h' ,  c)  gegeben.  Es  handle  sich  zunächst 
darum,  einen  Punkt  (2)  =  {x,y,  z)  auf  der  Fläche  zu  finden,  so 
dass  die  Summe  der  beiden  Sehnen  (1,  2) -}- (2,  3)  ein  Minimum 
werde.  Wir  haben  also,  wenn  wir  die  erste  Sehne  u,  die  zweite  u 
nennen,  den  Ausdruck  u  -j-  li  zum  Minimum  zu  machen,  und  zwar  ist 

iC'  =  {X  -  tiY + (y  -  /.)'^ + (z  -  cy-  tr-  =  («'  -  xy + {h'  -  yy + {c  -  zy, 

9* 
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worin  noch  x,  y,  z  der  Gleichung  F  {x,  y ,  z)  =  0  genügen.  Dies 
ist  somit  eine  Aufgabe  des  sogenannten  relativen  Minimums.  (Vgl. 
§48.) 

Wir  haben   also   die   Summe  u  -\-  u  -\-  IF  nach  x,y,z   partiell 
zu  differentiiren  und  die  DifFerentialquotienten  gleich  Null  zu  setzen : 

— , =  l,p   — r^  — =  1.0    — , =  A.R. 

u  u  u  u  u  u 

Diese  Gleichungen  ergeben  zusammen  mit  der  Gleichung  F  [x,  y,  z)=0 
die  Werthe  für  X,  x,  y,  z.  Die  Aufgabe  ist  uns  aber  nur  wichtig  in 
dem  Grenzfalle,   dass   die   Punkte  {a,b,c)  und  {a  ,  b' ,  c)   unendlich 

nahe  an  einander  liegen.  Setzen  wir  x  —  a  =  ^x,  so  ist  —  bekannt- 
lich der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Sehne  u  mit  der  Axe  der  x  macht. 
Rücken  (1)  und  (2)   einander  unendlich  nahe,   so  geht  der  Bruch  in 

■5—  über,  denn  die  Sehne  wird  zur  Tangente;  die  Sehne  u  Avird  als- 
dann zur  nächsten  Tangente ,   deren   Winkel  mit  der  x  Axe   folglich 

den  Cosinus  ^ \-d-^-  hat:    dies   ist   die  Grenze  von  — .— •     Somit 

ds     '       as  u 

wird  lim  (— "^  —  ^^-)  =  ßß  J^d~)-^  oder  d~  =  XP.      Man 
\    u  w    /        ^ds     '        ds/       ds  as 

erhält  also  jetzt  folgende  drei  Gleichungen: 

d~=l.P    d^  =  X.Q     d'^=l.R. 
ds  ds  ds 

Nehmen  wir  s  als  unabhängige  Veränderliche,  also  ds  als  constant 
an  und  dividiren  diese  Gleichungen  durch  ds,  so  Averden  sie: 

d^x  j.     d^y  ^     d^z  j, 

d^  =  ^'^     di  =  ^'^     ds^-^-^^ 

wenn  der  constante  Bruch  -j-  =  fi  gesetzt  wird.  Diese  drei  Glei- 
chungen aber  enthalten  unsern  Lehrsatz:  die  linken  Seiten  unsrer 
Gleichungen  sind  proportional  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  der 
Krümmungshalbmesser,  rechts  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Nor- 
male der  Fläche  mit  den  drei  Axen  bildet;  also  fällt  der  Krüm- 
mungshalbmesser längs  der  ganzen  Ausdehnung  der  kürzesten  Linie 
zusammen  mit  der  entsprechenden  Normale  der  Fläche. 


Ö7.§ 
g  d 

Schreiben  wir  die  drei  P^ndgleichungen  des  vorigen  Paragraphen 


Aufgabe.     Die  Gleichung   der  kürzesten  Linie   herzu 
leiten. 
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so,  dass  die  unabhängige  Veränderliche  unbestimmt  bleibt,  so  gehen 
sie  über  in  folgendes  System: 


ds  d^x  —  dxd^s 


=  ii.P 


lsd^y  —  d7jd^s  ^ 


dsd^s—dzd^s 


=  ft./?. 


ds^  —  r-'  (is^  r--.'  ^gz 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  aber  noch  die  constante  Grösse 
^.  Eliminirt  man  diese,  so  erhält  man  nur  noch  zwei  Gleichungen, 
welche  sich  aber  wiederum  auf  eine  reduciren,  indem  von  jenen  drei 
Gleichungen  aus  zweien  immer  die  dritte  folgt.  Dies  sieht  man 
daraus,  dass  man  aus  ihnen  eine  identische  Gleichung  ableiten  kann, 
und  zwar,  indem  man  sie  der  Reihe  nach  mit  dx,  dij ,  dz  multiplicirt 
und  die  Producte  addirt.     Dann  erhält  man  links,  weil 

dx  d'-x  +  dy  dhj  +  dz  d'-z  =  ds.d^s  und  {dxY  +  {df/Y  +  (dz)-  =  {ds^ 

ist:  — — '- j-^ ' — ,  und  das  ist  Null.  Rechts  erhält  man  ^  mul- 
tiplicirt mit  der  Summe  P.dx  -f-  O-d/j  -\-  R.dz,  und  diese  ist  auch 
Null.  Alle  drei  Gleichungen  vertreten  somit  nur  die  Stelle  von  einer, 
und  diese  kann  man,  indem  man  jene  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  dy  d'^z  —  dzdhj,  dzd^x  —  dxd'^z,  dxd'^y  —  dy  d'^x  multiplicirt, 
und  alsdann  addirt,   folgendermassen  schreiben: 

0  =  7>  {dy  d-z  -  dz  d-y)  +  Q  {dz  d'-x  —  dx  d-z)  +  B  {dx  d-y  —  dy  d'-x). 

Diese  Gleichung  zeigt  auch  unmittelbar  an,  dass  die  Schmiegungs- 
ebene  in  jedem  Punkte  der  Curve  durch  die  Normale  der  Fläche 
geht.     Denn  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  lautet 

{l—x){dyd:''Z-dzdhJ)^{^—^J){dzd'''X~dxdh)-\-{t-z){dxd^y-dyd'x)=0, 

und  die  der  Normale 

l—x  _ri—y  _t  —  2 
P    ~    Q  R    ' 

Wir  können  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  auch  in 
der  Form  der  Determinanten  schreiben: 


0. 


Dann  wird  sie  ähnlich  der  Gleichung  der  Krümmungscurven : 

dx     P     dP 


dx 

d'x 

P 

dy 

d'-y 

Q 

dz 

d'^z 

R 

dy 
dz 


0 


dQ 
dR 


=  0. 


Die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  enthält  x,  y ,  dx,  dy ,  d~x,  d-y 
weil  man  z  und  seine  Differentialquotienten  mittelst  der  Gleichung 
der  Fläche  zu  eliminiren  hat.    Sieht  man  x  als  unabhängige  Variable 
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an,  so  ist  folglich  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  eine  Differential- 
gleichung der  zAveiten  Ordnung,  und  hat  als  solche  zwei  Constanten. 
Daraus  folgt,  dass  man  auf  der  Fläche  zwischen  zwei  beliebigen 
Punkten  immer  eine  kürzeste  Linie  ziehen  kann,  und  dass  von  jedem 
Punkte  der  Fläche  aus  unzählig  viele  kürzeste  Linien  sich  erstrecken. 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  z  =  (p  {x,  y)  gegeben,  , 
so  kann  man  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  so  schreiben: 

dx  (—  dhj~qcPz)  -{-  p  {dy  d^-z  —  dz  cf-ij)  =  0 

oder  geordnet 

dT-y  {dx  +  pdz)  +  d"- z  {qdx-pdij)  =  0. 

Hierin  hat  man  noch  aus  der  Gleichung  der  Fläche 

dz  =  p  dx  -f-  qdy     d-  z  =  dp  dx  -f-  dqdy  -\-  qd'^y 
dp  =  rdx  -f-  sdy     dq  =  sdx  -f-  tdy 

einzusetzen. 

§  88. 

Geometrischer  Beweis  des  Lehrsatzes  in  §  86.  Nimmt  man 
zwei  Elemente  einer  abwickelbaren  Fläche  1  und  2,  siehe  Fig.  28  a, 
und  denkt  sich  das  Element  2  in  die  Ebene  des  Elements  1  gedreht, 
so  ist  jede  gerade  Linie  eine  kürzeste  Linie  der  Fläche;  denken  wir 
uns  also  das  Element  2  um  die  Kante,  welche  es  mit  1  gemeinschaft- 
lich hat,  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückgedreht,  wodurch  c  nach 
y  fallen  mag  und  der  Drehungswinkel  natürlich  unendlich  klein  ist, 
so  sind  ah ^  hy  zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  der  kürzesten 
Linie  der  Fläche  zwischen  a  und  einem  gewissen  zweiten  Punkt. 
Die  Ebene  aly  ist  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie.  Da 
aber  hc  die  Verlängerung  von  ah  ist,  so  ist  die  Ebene  yhc  identisch 
mit  der  Ebene  yha.  Die  Ebene  yhc  ist  aber  offenbar  normal  auf 
dem  Element  1.  Bei  den  abwickelbaren  Flächen  geht  also  die  Schmie- 
gungsebene der  kürzesten  Linie  durch  die  Normale  der  Fläche. 

Sind  nun  ah  und  hy  zwei  auf  einanderfolgende  Elemente  der  kür- 
zesten Linie  irgend  einer  Fläche,  siehe  Fig.  28b,  so  denke  man  sich 
statt  der  Fläche  das  Polyeder,  als  dessen  Grenze  sie  angesehen  werden 
kann;  alsdann  sind  ah,  by  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Polyederflächen 
gezogen.  Es  ist  der  weitere  Beweis  dann  so  wie  vorhin.  Dreht  man 
'die  eine  Polyederfläche  um  die  andere,  so  dass  beide  blos  eine  einzige 
bilden  und  hy  etwa  zu  hc  wird,  so  muss  ahc  eine  Gerade  werden 
und  die  Ebene  hyc  ist  ganz  dieselbe  als  die  Ebene  ahy\  die  Ebene 
ybc  ist  also  zu  gleicher  Zeit  Schmiegungsebene;  die  Ebene  hyc  ist 
aber  normal  auf  der  Ebene  des  festen  Elements.  Also  gilt  der  Satz 
allgemein  für  alle  Flächen. 
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Ist  aby  keine  kürzeste  Linie  der  Fläche,  vtnd  klappt  man  hy 
in  die  Ebene  von  ab  herunter,  so  beschreibt  hy  eine  Ebene  normal 
zu  der  Horizontalebene,  ybc  steht  also  noch  normal  auf  der  Ebene  1. 
ybc  ist  jedoch  in  diesem  Falle  nicht  mehr  die  Schmiegungsebene  von 
abc,  denn  das  Element  bc  ist  nicht  mehr  die  Verlängerung  von  ab. 
Unser  Satz  gilt  also  nur  für  die  kürzesten  Linien, 


§  89. 

Beweis  desselben  Satzes  durch  Variationsrechnung. 
.r ,  y ,  z  seien  gegeben  als  Functionen  einer  vierten  Grösse  t,  durch 
deren  Elimination  man  die  Gleichung  der  Fläche  F{x,y ,  z)  =  0  er- 
halten muss.  Durch  diese  Darstellungsart  hat  man  zugleich  eine 
Curve  auf  der  Fläche  bestimmt.     Die  Länge  derselben  wird  gegeben 


durch  das  Integral 


jvm+m+m'-'"- 


Nennt  man  den  Werth  des  t,  der  dem  Anfangspunkt  A  der  Curve 
entspricht,  a  und  einen  zweiten  Werth  des  t,  der  dem  Punkt  B  der 
Curve  entspricht,  ß,  so  ist  unsre  Aufgabe,  das  Integral 

a 

zum  Minimum  zu  machen. 

Wir  denken  zwischen  den  Punkten  A  und  B  eine  andere  Curve 
gezogen,  welche  von  der  ersten  sehr  wenig  abweicht:  dann  muss 
diese  neue  Curve  länger  sein  als  die  erste.  Wir  werden  diese  zweite 
Curve,  welche  von  der  ersten  sehr  wenig  abweicht,  finden,  wenn  wir 
in  der  ersten  statt  x,  y ,  z  resp.  x  -{-  e.  dx  y  -{-  s.dy  z  -{-  s.  dz  setzen, 
wenn  nämlich  s  eine  sehr  kleine  constante  Grösse  und  dx  dy  dz  ganz 
willkürliche  Functionen  von  t  sind.  Sie  sind  nur  zwei  Bedingungen 
unterworfen:  erstens  muss  die  neue  Curve  ebenfalls  durch  A  und  B 
gehen,  d.  h.  dx,  dy ,  dz  müssen  einzeln  Null  sein  für  t  =  a  und 
für  t  =  ß.  Zweitens  muss  die  neue  Curve  auch  auf  der  Fläche 
liegen,  d.  h.  es  muss  zweitens  F (x  -f-  sdx,  y  -{-  sdy ,  z  -\-  sdz)  ==  0 
sein.     Demnach  muss  auch  die  Gleichung  bestehen: 

^{Fix  +  sdx,  y  +  sdy,  z -\- edz)- F (x,  y,  z)}  =  0, 

und  zwar  muss  sie  für  jeden  Werth  von  s  bestehen.  Entwickelt 
man  daher  die  Klammergrösse  vermittelst  des  Taylor'schen  Lehr- 
satzes nach  Potenzen  der  Incrcmente  s.dx,  E.dy,  s.dz,  führt  dann 
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die   Division   mit  e  aus,   und   setzt  s  gleich  Null,    so   hat    man  noch 
folgende  Bcdingungsgleichung  für  die  Grössen  öx,  Öy ,  dz: 

P.dx  +  Q.dy  +  R.dz  =  0. 
Mit  Beobachtung  dieser  Gleichungen  muss  also  sein: 


jätyi 


dt  /  +  \         dt         /  "T"  V         dt        y 

iL 
> 


■/"'/(tT+G-rT+iT 


Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn  links,  nachdem  man  nach  s  ent- 
wickelt hat,  das  mit  e  multiplicirte  Glied  Null,  das  mit  s"^  multipli- 
cirte  positiv  ist.     Es  ist  nun 

j//dx+  £.ddxY   ,    fdy-\-a.ddyY   ■    fdz-}-  s.dSK^ 

r\      dt      )'^\       dt       /"TV      dV    ) 

z=t/ fdxY   ,    (dyV^   .    fd^Y  .\    9      H^    d8x_.dy    ddy  _.ds    dSz\    , 
f^  \dt)    I    \di)  "■"  \dt)  '^         \dt'  ~dr  '^di'   dt   ~^di'^dt)'^ 

dx   döx^.dy   dSy    .dz    dSz 
dt    ~df    '    dt  '   dt    "■"  Ji  '   (if 


ym+m+o'+ 


vo'+m+m 


+ 


Wir  haben  demnach  das  Integral  des  Coefficienten  von  s: 

ß 
>dx    ddx^_dy   ddy  ^^dz    dSz 

Jt      dt    ~^di'    dt    ~^dt'lff 


f 


dt  =  0 


zu  setzen.  Da  nun 

-j/{(W  I   {dyV -i-  {—\^ — 

y   \dt)  ~^\dt)  '^\dt)  ~  dt 

ist,  so  können  wir  diese  Gleichung  so  schreiben: 

/\dx   dSXj^dy   ddy  j.    dz    dSz),    /^ 
'di"  ■  "df  ~r  ds  '  ~dT  "T"  ds  '  ~dl\  "'  —  ^- 

a 

Zerlegen  wir  diese  Summe,  so  haben  wir  zunächst 


'  dx    dSx    .^ 

ds       dt 


Dieses    Integral    können    wir    durch    theilweise    Integration    auf 
folgende  Form  bringen: 
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ß 


Das   vom   Integralzeichen   freie    Glied    ist   aber   Null;    Svcil    Öx 
wenn  t  =  ^   ist.     Demnach  wird  unsre  vorige  Gleichung : 


A 


am  am  rf(*)     1 


worin  man  wiederum  d(  als  gemeinschaftlichen  Factor  herausnehmen 
kann.  Wären  nun  dx  df/  dz  ganz  willkürlich,  so  könnte  dieses 
Integral  nur  dann  Null  sein,  wenn  der  Factor,  mit  Avelchem  dt  mul- 
tiplicirt  ist.  Null  wäre.  Es  besteht  aber,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  die  Gleichung  P.dx-\-0.dtj-\-B.öz  =  0.  Demnach  kann 
das  Integral  nur  dadurch  Null  werden,  dass  die  Coefficienten  der 
Grössen  dx^  dij,  dz  proportional  sind  den  Quotienten  P,  Q ,  R]  A.  \\. 
dass  man  die  Gleichungen 

d(^)  d&j  ^(^) 

hat,  welche  man  auch  so  schreiben  kann: 

ds^  'ds'         ds^  '  ds  ds-  'ds' 

.dt 
Eliminirt  man   hieraus  k.j~,    so   erhält   man   nur   ZAvei    Gleichungen, 

welche   sich   wiederum  auf  eine  reduciren   lassen.     Denn  multiplicirt 

man  unsre  drei  Gleichungen   der  Reihe  nach  mit  -r^j-y^;  j— ,   so   er- 

(l  S       Cl  S       U/S 

giebt  sich  identisch  0  =  0.  Also  vertreten  diese  drei  Gleichungen 
nur  die  Stelle  von  einer,  und  diese  ist  dieselbe,  wie  die,  welche 
wir  oben  für  die  kürzesten  Linien  gefunden  haben. 


Ganz  uacli  denselben  Principien  löst  man  folgende  Aufgabe,  siehe  Fig.  29, 
welche  in  dasselbe  Gebiet  gehört:  Wenn  irgend  eine  Curve  gegeben 'ist, 
die  Fläche  durchzulegen,  welche  den  kleinsten  Flächeninhalt  hat. 
[Lagrange,  miscellanea  Taurinensia.]  Wir  können,  sie  daher  kurz  ausführen. 
Lassen  wir  zunächst  die  Grenzen,  welche  sich  nach  der  gegebenen  Curve  richten, 
unbestimmt,  so  ist  unsi'e  Aufgabe:  den  Ausdruck  ffyi-\-2^^-{'^^(^^(^y  zum 
Minimum  zu  machen.  Wir  setzen  daher  statt  s  z-\-8.d2,  indem  wir  statt  der 
gesuchten  Fläche  eine  neue  bestimmen,   welche   aber  der  ersten  sehr  nahe  ist. 

Dadurch  wird  p  zu  p  +  f .  -^ —  und  q  zu  q  -\-  e.  -^-^  ■     Also  geht  die  Vi  -\-p^  -{-  <f 
0  X  oy 
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über  iu 


oder  in 


7/11      "I      o  ,   „    /      dSz  .       dSz\   . 

dSz    ,      dSz 
p.  -^ — •  +  q.  -F. — 


Setzen  wir  daher  Yl  +i^^  +  2*  =  l'^^»  ^0  muss 

oj^  d8z^ 

sein,  und  zwar  innerhalb   derselben  Grenzen,  für  welche  JJ  W clxdy  ein  Mini- 
nium  sein  soll.     Es  ist  nun 

^^äx  =  ^8z-J    dz.-^^dx 

immer  innerhalb  derselben  Grenzen.     An  diesen  Grenzen  ist  dz  Null,  also  haben 
wir  die  Gleichung 


ff        ^^  ff 


S^-^dxdy 


oder  —     /       /     dz.  \  -k- —  +  "ä —  /  ^^  '^V  =  0. 

Im  übrigen  Verlauf  der  Fläche   (mit  Ausnahme   der  Grenzen)  ist  aber  dz  ganz 
beliebig;  also  muss 

_TF      MF  _ 

dx  ~^  dy  ^ 

sein.    Die  Flächen,  welche   dieser  Gleichung  genügen,  lösen  die  Aufgabe.    Um 
die  Gleichung  zu  interpretiren,  führen  wir  die  Differentiation  aus.    Es  ist 

W  ^       W  r-^j}^r-\-q^r—p''-r—pqs      i'il -{-  fi-)—pqs 


dx  —         w^         —  w^  w^ 

Also  wird  unsre  Gleichung,  wenn  wir  sie  mit  W^  multipliciren : 

r{i-\-q^)-2pqs-]-t[i-\-p'')  =  0, 

d.  h.  bei  den  Flächen,  welche  diese  Aufgabe  lösen,  ist  (§  50.)  die  Summe  der 
Hauptkrümmungshalbmesser  =  0,  oder  die  Hauptkrümmungen  gleich  und  ent- 
gegengesetzt. 

Ein  interessantes  Beispiel  hierzu  ist  folgendes:  Zwei  Kreise  liegen  einander 
parallel  so,  siehe  Fig.  30,  dass  ihre  Mittelpunkte  normal  übereinander  sind. 
Welches  ist  die  kleinste  Fläche,  die  man  durch  beide  hindurchlegen  kann?  Zu- 
nächst ist  soviel  klar,  dass  es  jedenfalls  eine  Umdrehungsflächc  sein  wird.  Denn 
zieht  man  in  beiden  Kreisen  zwei  Paar  paralleler  Radien,  und  an  einer  beliebigen 
andern  Stelle  der  Peripherie  ebenfalls  zwei  Paar,  welche  denselben  Winkel  ein- 
fassen, so  müssen  die  Streifen  der  gesuchten  Fläche,  welche  durch  die  Ebenen 
ausgeschnitten  werden,  die  man  durch  je  zwei  parallele  Radien  hindurchlegt, 
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einander  gleich  sein.  Wilre  der  eine  grösser  als  der  andere,  so  könnte  man,  um 
an  jeuer  Stelle  ein  Minimum  in  dem  verlangton  Sinne  herzustellen,  wenigstens 
den  andern  Streifen  an  seine  Stelle  setzen.  Wir  können  folglich  die  Gleichung 
der   gesuchten    Fläche    in    iblgendtu-    Form    schreiben:    ^' = /'(|)     ^'- =  .«''  + ^^. 

Dann  istp  =  f'.—    (l  =  f'  -^i  ^^^   TF=f  l  +  Z'^.    Setzen   wir  noch  der  Kürze 

f  ^ 

halber    ^-^yi^  = -L,  so  wird  unsre  partielle  Differentialgleichung  folgende: 

d{xL)  .  d(yL)       ^     ,      CT    I  /   ^^    I     S^\8L      ^'    ,      _    ,    „ax      ^ 
— .,- — -  +  ~¥ — -  =  0  oder  2  i  +  [x  ~-  +  2/5^ )  ^rr  =  ^^  ^^^'■"^'  -  -^  +  S  ?nr  =  f» 

oder  2-f--\--j^  =  0.     Integrirt  giebt   diese  Gleichung  21^  -{-IL  -{-  est  =  0  oder 

tf 
in   den  Numeris  ä^.L  =  a  d.  i.  z-, — -"7=  =  a  oder  ä- f'^  =  a-  +  a-  f  2  d.  i. 
^  yi  _i_  f'i  ^  '  '        ' 


sKiy='"+»'(sy»<'« 


di 


und  durch  Integration 

wo  — a.lb  die  willkürliche  Constante  ist.    Setzt  man  statt  b  a.e",  so  wird  unsre 
Gleichung 

z  =  a.l  ^— ^ — 

a.e« 

oder  in  der  exponentiellen  Gestalt 


+  « 


Daraus  folgt 

sogleich 

a.     ' 

«2 

/+" 

'i-^VW- 

-«2 

Mithin  wird 

odera.e     "       =|-^4'- 


a  I   —  4-  a       —  "^-  —  «  I  . 


dies  ist  aber  die   Gleichung  der  Kettenlinie.     Die  kleinste  Fläche  also,   welche 
genügt,  ist  entstanden  durch  Rotation  einer  Kettenlinie. 

Die  Integrationscoustanten  «  und  or  bestimmen  sich  durch  die  Entfernung  der 
beiden  Kreise  imd  ihre  Eadien.  Bisweilen  giebt  daher  die  Kettenlinie  kein  Mini- 
mum, sondern  erstens  den  obern  Kreis,   zweitens  den  untern,  drittens  die  Axe. 

§  90. 

Excursus.  Die  kürzesten  Linien  finden  eine  liäufige  Anwendung 
in  der  Mechanik.    Wir  wollen  davon  zwei  wichtige  Beispiele  anführen. 

1)  Wenn  ein  Punkt  auf  einer  Fläche  F  {x,  y ,  z)  ==^  ^)  sich  be- 
wegt, und  die  Kräfte,  welche  dies  bewirken,  mit  T,  Y,  Z  bezeichnet 
werden,  so  sind  bekanntlich  die  Differentialgleichungen  der  BcAvegung 
folgende: 
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;;./J^  =  ^  +  A.r(a:)     m:^,  =^  Y  ^  l .  F' {y)    m.%  =  Z -^r  l.F' {z). 

Wirken  aber  auf  den  Punkt  ausser  einem  ersten  Impulse  gar  keine 
Kräfte,  so  sind  X ,  V,  Z  einzeln  gleich  Null,  und  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegungen  sind  jetzt  folgende: 

in  den  Bezeichnungen  des  §40,    A  ist  das,  was  vorhin  -  war.     Mul- 

,     2  d X      2  dl/      2  flz 
tiplicirt  man  diese  Gleichungen   der  Reihe   nach  mit  '^rrj-}   ~dt '   "df 

und   addirt   sie   alsdann,    so    kommt   rechts   0,   links    das  Differential 

von  ^  heraus.      Man   hat  also    durch   Integration   ds=^a.dt,   wo  a 

die   Constante.     Hiernach    können   wir   dl    eliminiren,    und   erhalten 

dadurch,  wenn  wir  —  =  jt  setzen: 

Dies  sind  aber  die  Gleichungen  der  kürzesten  Linie.  Also  haben 
wir  den  Lehrsatz : 

Wenn  ein  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  Fläche  zu  be- 
wegen, und  keine  beschleunigenden  Kräfte  auf  ihn  einwirken,  so 
beschreibt  er  eine  kürzeste  Linie. 

2)  Ein  zweiter  Fall  ist  folgender:  Wenn  ein  Faden  auf  einer 
Fläche  gespannt  wird,  und  auf  den  Faden  weiter  keine  Kräfte  wirken, 
also  auch  von  seiner  Schwere  abstrahirt  wird,  so  nimmt  der  Faden 
die  Gestalt  der  kürzesten  Linie  an.  Denn,  bezeichnet  T  die  Spannung, 
so  bleibt  das  Element  im  Gleichgewicht  durch  folgende  Kräfte: 

und  zwei  ähnliche.  Dazu  kommt  der  Widerstand  der  Fläche  in  der 
Richtung  der  a:Axe:  -j- ?. F' {x)  oder  -\-2,.P.  Fürs  Gleichgewicht 
muss  nun  die  Summe  aller  Componenten  in  einer  Richtung  Null  sein; 
man  hat  also 

jr_,/(7'^)  +  A/>=0    F-d{T^)-\-^0  =  0   Z~d(Tp)  +  lB=0. 

Sind  die  Kräfte  X,  F,  Z  =  0,  so  können  wir,  wenn  wir  X  statt  ^ 
schreiben,  die  Gleichungen  so  fassen: 

a(Tp)  d(T'^)  d(T^) 

\    ds/         1  r.  ^    ds/         ,  ^  V    ds/          ,  „ 

- — :z =^  AP    ^ =  /.  0     j =  A  n 

ds  ds  äs 
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oder  durch  Ausführung  der  Differentiation 

ds   ds    '         ds^  ds   ds    '        ds^  ^        ds   ds    '        ds^ 

Multipliciren     wir     diese     drei     Gleichungen     der     Reihe     nach     mit 

-7^5  -7^,  ~    und    addiren,    so    entsteht:    ~,A  -4-  T.O  =  k  .0 ,    oder 
ds  '   ds  '   ds  '  ds         '  ' 

dT 

-j—  =  0,  also  T  =a.    Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  drei  Gleichungen 

ein,  so  werden  sie  wiederum  zu  den  Gleichungen  der  kürzesten  Linie. 


§  91. 

Aufgabe.  Die  kürzeste  Linie  auf  allen  Rotations- 
flächen zu  finden. 

Wir  wenden  hier  die  Gleichungen  der  kürzesten  Linie  in  folgen- 
der Form  an: 

{d'^x-\-ldx-\r\>^^  =  ^ 
dHj-^ldy^^Q  =0, 
d'^z  +  AfZ^  +  fti?  =  0 

welche  sich  leicht  aus   der  Gleichung  in  Determinantenform  ableiten 
lässt.     Die    allgemeine    Gleichung    der    Rotationsfläche  ist    z  =  f  (^) 

|2_^2_j_y2.      Demnach    wird    P  =  /'.p=/'.|,     Q  =  f .'^    und 
R  =  —  1.     Also  werden  unsre  drei  Gleichungen: 

X 


Multipliciren  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  dx,  dy ,  dz  und  addiren 
alsdann,  so  finden  wir  folgende  Gleichung:  ds.d'^s  -\-  k.ds^  -\-  ft.O=0 
oder  d'^s -\- l.ds  =  0.  Elimininirt  man  ft  dadurch,  dass  man  die 
erste  Gleichung  mit  y,  die  zweite  mit  x  multiplicirt,  und  subtrahirt, 
so  hat  man  folgende  zweite  Gleichung  y^^^a;  —  xd-y  -\-  k{ydx  —  xdy)=0, 
d.  i.  wenn   wir  ydx  —  xdy  =  N  ?>eizen'.   dN  -\-  IN  =0.      Eliminiren 

wir   also    A ,   so    finden   Avir  -^rr  =  ^—  >   oder   wie   wir   auch   schreiben 
'  N        ds  ' 

können  — '- ^ =  0.     Diese  Gleichung-  g-iebt  integrirt  -i-  =  v, 

ds^  °   °  ^         ds  ' 

wo  V  die  Constante  ist.  Setzen  wir  für  N  und  ds  ihre  Werthe 
zurück,  so  haben  wir  folgende  Gleichung  gefunden 


ydx  —  xdy  =  v  j/dx-  -\-  dy-  -{-  dz^. 
Diese  Gleichung  transformiren  wir  behufs  der  Integration.     Nehmen 
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wir  irgend  einen  Meridian  zum  nullten  und  nennen  den  Winkel,  den 
ein  andrer  mit  ihm  bildet  u,  so  können  wir  vermöge  der  Gloichung 
der  Rotationsfläche  schreiben  a;  =  ^  cos  ii ,  y  =  ^  sin  ii,  z  =  /"(l).  Da- 
nach verwandelt  sich  unsre  Gleichung  in  folgende 

_  ^•-' (In  =  V  /f/r-+^2^M-+/'^Jp  oder  dv"-  {i'  —  v"- ^' }  =  i^V/^-'  { l+/"2 }  -, 

also  können  wir  die  Variabein  unmittelbar  separiren,  und  haben  so- 
mit die  integrable  Gleichung  gefunden: 


(lu='^J, 


Um  die  Grenzen  ansetzen  zu  können ,  wollen  wir  bestimmen,  dass 
für  den  nullten  INIeridian,  wo  u  =  0  ist,  der  Radius  des  Parallel- 
kreises, in  welchem  die  kürzeste  Linie  den  Äleridian  trifft,  r^  sei, 
und  der  des  Parallelkreises,  in  welchem  sie  den  Meridian,  für  welchen 
u  =  u  ist,  trifft,  r.     Dann  wird  das  Integral 


"fWy's 


Die  separirte  Differentialgleichung  ^'^dii  =  vds  hat  einen  ein- 
fachen geometrischen  Sinn.  Man  denke  sich  zwei  unendlich  nahe 
Meridiane,  siehe  Fig.  31,  deren  Winkel  also  du  ist,  und  einen  Theil 
der  kürzesten  Linie  ab,  welcher  zwischen  ihnen  liegt.  Ferner  sei  an 
das  zwischen  ihnen  liegende  Stück  des  Parallelkreises,  der  durch  a 
geht.  Dann  ist  ac  =  ^.du,  ab  =  ds.  Ferner  im  rechtwinkligen 
Dreieck  bac:  ac  =  ab.  cos  bac  =  ab.  sin  (31,  ab)  =  ab.  sin  ?.  Also 
wird  ^.du  =  ds  sin  i  und  ^"^dii  =  ^ds  sin  i  und  ^  sin  i  =  v,  also 
constant. 

Zeichnet  man  z.  B.  bei  der  Kugel  irgend  zwei  Meridiane  M  und 
M\  siehe  Fig.  32,  und  für  sie  die  Radien  §  und  |'  und  bestimmt 
die  Winkel  i  und  i' ,  so  hat  man  S.  sin /  =  |'.sin  z".  Es  ist  aber,  wenn 
man  die  Stücke  der  Meridiane  vom  Pole  bis  zu  der  kürzesten  Linie 
mit  (p  und  qf  bezeichnet,  ^  =  «  sin  (p ,  ^'  =  ö  sin  (p  ,  wo  a  der  Kugel- 
radius ist;  man  hat  somit  folgende  Gleichung:  sin  go.sin  i=  sin  tp.  sin  i\ 
d.  h.  die  kürzeste  Linie  auf  der  Kugel  ist  so  beschaffen,  dass, 
wenn  man  zwei  Punkte  in  ihr  mit  dem  Pole  verbindet ,  die  Sinus 
der  Winkel,  welche  sie  mit  dem  Meridian  bildet,  sich  verhalten  um- 
gekehrt wie  die  Sinus  der  entsprechenden  Poldistanzen.  Das  ist  aber 
die  Grundeigenschaft  des  grössten  Kreises  auf  der  Kugel. 

Um  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Umdrehungsellipsoid  zu  finden, 
schreiben  wir  die  Gleichung  der   Meridianellipse   in  folgender  Form: 

1   ~  j'    .      ,  siehe  Fig.  33,   also    wird   die   Gleichung    des    EUipsoids 
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folgende : 


1^ 


X  =  a  cos  V  cos  « 
y  =  a  cos  V  sin  u 
=  b  sin  V 


Dadurch  wird  unsre  Differentialgleieluing:    ;; 


«-  cos-  V.  du  =  V  ]/ä^  ?,m}vdv^  -\-  a^  cos' vdii^  -j-  b'^  cos'^vdv- 
also  durch  Quadrirung: 

du"^  fa*oos*v  —  V'a-cos-v\  =v-dv-  fa- sin- v -\- b- cos- v^ 


und  folglich 


V  r  (iv  -,/ 

aj   cosv  r 


a^  siu''^  V  -\-  b'^  cos'^  v 
a-cos'v  —  v^ 


welches  Integral  sich  auf  eins  der  dritten  Gattung  zurückführen  lässt. 


§  92. 

Aufgabe.  Die  kürzesten  Linien  auf  jedem  Ellipsoid 
zu  finden  [zuerst  von  Jacobi  gelöst]. 

Die  Gleichung  der  kürzesten  Linien  kann  man ,  auch  im  aller- 
allgemeinsten  Falle,  von  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
durch  Integration  auf  eine  erster  Ordnung  zurückführen,  indem  man 
sie  mit  dem  Ausdruck  multiplicirt,  welcher  gleich  Null  gesetzt  die 
Differentialgleichung  der  Krümmungscurven  ist.  Man  erhält  dadurch 
das  Product  der  beiden  Determinanten: 


dx 

d'^'x 

P 

dy 

d'-y 

0 

dz 

d?z 

R 

dx     P 

dP 

dy     Q 

(IQ 

dz     R 

dR 

dx^    +  dy"-    +  dz'^      dxd'-x  +  dydhj-{-  dzd'-z   dxP-\-dyQ  +  dzR 
Pdx  +  Qdy  4-  Rdz     Pd'^x   +  Qdhj  +  Rd'z     P-     -\- 0"-    -\-  R^ 
dPdx  -{-  dQdy  -f-  dRdz    dPd'-x  +  dOd^-y  +  dRd'-z    PdP-{-  OdQ  -{-  RdR 

Nun  ist  aber  Pdx  +  Qdy  +  Rflz  =  0,  ferner  dx-  +  dy"-  +  dz-  =  ds-, 
also  dx  d'-x  -\-  dy  d-y  -f  dz  d-z  =  ds  d'^s.     Ferner  hat  man 

dPdx  -f  dQdy  +  dßdz  +  Pd'^x  -f  Qd'-y  +  Rd'^z  =  0, 
also 

PdKx  +  Odhj  +  Rd"-z  =  —  {dPdx  +  dQdy  +  dRdz). 

Setzt  man  endlich 

/)2  _j_  Q2  _|_  i^2  _,  fj2^  also  PdP-\-  QdQ  +  RdR  =  RdR, 

so    lässt    sich   die   Determinante,    die    wir    durch    Multiplication    der 
beiden  gefunden  haben,    und    die  Null    sein    muss,   weil  jene    Null 
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sind,  jetzt  folgendermassen  schreiben,  wenn  wir  noch  drei  ähnliche 
Glieder  durch  2J  andeuten: 

ds-  äs.  d^s  0 

0        -~E{dP.dx)      H'^     =0,  d.i. 
E{dPdx)     2J{dP.d'^x)    HdE 

—  ds"  [H.  dH.  i:{d P.  dx)  +  H\  2J{dP.  d-x)}  +  ds. d'^s.  m.  i:{dP. dx)  =  0. 

Streichen  wir  zunächst  noch  den  gemeinschaftlichen  Factor  H.  ds 
und  dividiren  ausserdem  die  Gleichung  durch  H.ds.  Zl{dP.dx),  so 
wird  die  vorige  Gleichung,  welche  somit  sowohl  für  Krümmungs- 
curven  als  auch  für  kürzeste  Linien  gilt: 

_dH_  ^{dP.cPx)    ■    dH  ^  .. 
H        S{dP.dx)     ""  ds  ~    • 

Diese  Gleichung  gilt  allgemein  für  alle  Flächen.  Zwei  der  sie 
bildenden  Brüche  sind  genaue  Differentiale ;,  der  mittlere  wird  es 
auch   für   die   Flächen    zweiten   Grades   mit   einem  Mittelpunkte,    die 

in  der  Gleichung h^fH 1=0  enthalten   sind.     Denkt  man 

sich   nämlich   das  Polynom    durch  2  dividirt,   so   wird  sein  Diiferen- 

tialquotient  partiell  nach  x  oder  P=  '  ,  also  dP=  — ;  also  wird  hier 

UjdP.d'-x)  __        cc'       "^        ß         "^         y        _ 
E{dP.dx)   ~^  dx^.dy^.dz^ 

Hier  ist  der  Zähler  das  genaue  Differential  des  Nenners.  Setzen  wir 
den  Nenner  =  A^,  so  wird  der  Zähler  A.^A,  also  der  Bruch  -^,  und 
wir  haben  somit  folgende  Differentialgleichung 

dH      dX  j,    d^s /-, 


TT } 
Diese    lässt    sich    sofort    integriren.      Sie    giebt    y-  =  csl]    oder  mit 

Zurücksetzung  der  Werthe: 

£c2        ^        ^  __        (ix^-{-dy^-i-dz^ 

a    "^    ß    ~f~    y 

Diese  Gleichung,  welche  nicht  nur  für  das  EUipsoid,  sondern 
für  alle  drei  Flächen  mit  einem  Mittelpunkt  gilt,  hat  eine  einfache 
geometrische  Bedeutung.  Nach  §  50.  ist  ihre  linke  Seite  das  Quadrat 
des  reciproken  Werthes  von  p,  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
der  Fläche  bis  zur  Tangentialebene  in  {x,  tj,  z).  Den  Bruch  rechts 
kann  man,  weil  der  Zähler  ds"^  ist,  so  schreiben: 
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(dx\^        ((lyV.       /dzV 

d.  i.    wenn    A,  B ,  C   die    Winkel   der  Tangente    eines  Norraalschnitts 

mit  den  drei  Axen  sind:    1 :  (^ j ^ 1 )  •      Deshalb   wird 

der  Bruch  rechts,  wie  ebenfalls  in  §  50.  dargethan  worden  ist,  gleich 
dem  Quadrate  des  Radius  d,  siehe  Fig.  34,  den  man  vom  Mittel- 
punkte  der   Fläche   aus    der  Tangente   parallel  bis    zur  Fläche  zieht. 

Es  ist  somit  —„  =  c.  (P^  oder  d.p  =  cst\  d.  h.  Zieht  man  eine  kürzeste 

Linie  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  einen  Mittelpunkt  hat, 
und  nennt  d  den  Radius  der  Fläche,  welcher  der  Tangente  der  Curve 
parallel  ist,  und  p  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Fläche  von 
der  Tangentialebene  desselben  Punktes,  so  ist  das  Product  dieser 
beiden  Grössen  constant.  —  Dieselbe  Eigenschaft  gilt  auch  für  die 
Krümmungscurven. 

Der  Satz  vom  constanten  Inhalt  des  Parallelogramms  über  je 
zwei  conjugirten  Durchmessern  bei  den  Kegelschnitten  mit  einem 
Mittelpunkte  entspricht  diesem  Satze  von  den  Flächen,  wie  man  aus 
der  Figur  ersieht:  denn  d  ist  hier  die  halbe  Grundlinie,  p  die  halbe 
Höhe  eines  solchen  Parallelogramms. 

Es  folgt  noch:  Für  die  Krümmungscurven  gelten  folgende 
Gleichungen : 

1)  Die  so  eben  gefundene  d.p  =  est ,  in  welcher  nur  die  ersten 
Differentiale  dx,  dy ,  dz  enthalten  sind,  und  welche  2)  der  Gleichung 

-  .dx-{-^  .dy  -\-  ^ .dz  =^  0  unterliegen,    weil  x,y,z   ein  Punkt    der 

Fläche  sein  soll,  und  3)  der  Gleichung  der  Krümmungscurven 

dx 


dx 
dy 
dz 


dy     y 

ß      ß 
dz      z 


=  0 


oder 

adx  {ydz  —  zdy')  -}-  ^dy  [zdx  —  xdz^  -\-  ydz  {xdy  —  ydx)  =  0. 

Man  kann  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  das  Verhältnis  der 
Grössen  dx  dy  dz,  d.  h.  die  Richtungen  der  Krümmungscurven  be- 
stimmen. Aus  allen  drei  Gleichungen  kann  man  die  Verhältnisse 
von  dx,  dy,  dz  vollständig  eliminiren,  und  erhält  dadurch  die  end- 
liche, integrirte  Gleichung  der  Krümmungscurven. 

Bei  den   kürzesten  Linien   dagegen   haben   wir   zwar    auch   noch 
die   beiden    Gleichungen,   welche   wir    vorhin  mit  1)  und  2)  bezeich- 

JoACniMSTiiAL,  Auwcmlurg  d    Differouti.alvcchu.  lU 
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neten.  An  die  Stelle  der  Gleichung  3)  tritt  aber  eine  Differential- 
gleichung, welche  auch  die  zweiten  Differentiale  cl^x,  <fy,  d-z  ent- 
hält, nämlich  die  der  kürzesten  Linien.  Hier  ist  also  die  Aufgabe 
nicht  bestimmt,  wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  die  kürzesten 
Linien  ziehen  soll,  sondern  man  kann  nach  allen  beliebigen  Richtungen 
herum  kürzeste  Linien  ziehen. 

Obwohl  also  die  Gleichung  d.p  =  const.  für  beide  Arten  Curven 
gilt,  sind  sie  doch  wesentlich  von  einander  verschieden. 

Zum  Schluss  geben  wir  noch  den  Weg  an,  auf  welchem  man 
zur  Separation  der  in  der  gefundenen  Differentialgleichung 

^    ,    2/;    ,    2^ ^    dx^  -\-  dy"^  -\-  dz^ 

a»  "'&<'"'c^  dx"-    ■    dy^    ,    dz^ 

enthaltenen  Variabein  und  demnach  zur  vollständigen  Integration  ge- 
langt.    Führt  man  die  elliptischen  Coordinaten  ein, 

X  =  a  sin  u^'     y  =  h  cos  u  cos  v     z  =  c  sin  v/1 , 
wo  zl'  =  ]/l  —  A'2  sin'''  V  und  z/  =  j/l  —  P  sin^  u,  ferner 

A2  =^t=^  und  r-  =  ^'-'' 


a'  —  c^  a^  —  c^ 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  noch  folgende  Abkürzungen  gebraucht 
Z  =  A2cos2m-|-A'2cos^v,  U  =a'^ cos- u-\-b'- sin- u,  J' =  c'^co&'^v -{-b'^sin^v, 
ähnlich  wie  in  §  82. 


und 


dx^    ,    dy^    ,    dz^         r  M     7   •>    ,      1      ,  o 
-^+#  +  ^  =  ^1^.  dir  +  ^  dv 

x^    I    2/^    I    ^^  _   U-V 
a»     '    6*   "T"  c'         «2  ö^  c« ' 


Also   wird   die   zu  integrirende    Gleichung,    wenn  wir    statt  arh'^c-C 
blos  die  Constante  C  setzen: 

^du'+^.dv-' 
u.v=c.  -^ ^ 

oder  wenn  man  ordnet 

\uv-cu\  +'^,\uv-cv\  =0 


du^ 
oder 


~r  /  V fu  ^'2       ^7 


{U—G)J-^    '    (F— CV'* 
worin    die   Variabein  getrennt   sind.      Für   die  Constante  C  bemerkt 


/) 
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man,  dass  sie  zwischen  U  und  V  liegen  muss;  da  nun  der  grösste 
Werth  von  U  ar,  der  kleinste  von  V  c-  ist,  so  muss  C  zwischen  «^ 
und  c-  liegen.  Durch  Integration  erhalten  wir  also  folgende  Glei- 
chung der  kürzesten  Linien  auf  einem  dreiaxigen  Ellip- 
se i  d  e : 

Vl  —  l^siii'u  r    «2  cos«  u-\-lß  sin«  vT-^^ 

1      r  dv  /    c«  cos« t;  4-  ?>«  sin«  v~        ^, 

~  ±J    yr-K'Hiw^v  r    C— c«cos«w  — ft«sin'«v  "•"      * 

Es  sind  dies  im  Allgemeinen  Abersche  Integrale.  Sie  werden  ellip- 
tische ,  wenn  C  =  h'^  ist. 


§  93. 

Lehrsatz.  Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  Z  des  Ellip- 
soids  nach  zwei  Nabelpunkten  F  und  F'  kürzeste  Linien  zieht,  und 
durch  L  die  beiden  Haupttangenten  legt,  so  bilden  die  kürzesten 
Linien  mit  den  Haupttangenten  gleiche  Winkel. 

Beweis.  Die  kürzeste  Linie  LF,  siehe  Fig.  35a.  b,  hat  die 
Eigenschaft,  dass  das  Product  (Lp  in  dem  ganzen  Laufe  dieser  Linie 
constant  ist.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch  der  Linie  LF'  zu. 
Da  nun  aber  die  Nabelpunkte  symmetrisch  in  dem  Hauptschnitt  der 
grössten  und  kleinsten  Axe  liegen,  so  ist  die  Entfernung  der  Tan- 
gentialebene vom  Mittelpunkte  für  alle  diese  vier  Nabelpunkte  con- 
stant. Ferner  ist  der  Durchmesser,  welcher  der  Tangente  in  F  paral- 
lel ist,  der  Durchmesser  eines  Kreisschnitts,  d.  h.  gleich  der  mittlem 
Axe  2b]  und  ebenso  der,  welcher  der  Tangente  in  F'  parallel  ist. 
Somit  ist  für  beide  Punkte  F  und  F'  das  Product  (Lj?  constant,  dem- 
nach ist  (l.p  constant  im  Laufe  der  ganzen  gebrochenen  Linie  FLF'. 

Wir  ziehen  nun  in  L  vier  Tangenten :  die  beiden  Haupttangfenten, 
1,  2  und  die  Tangenten  an  LF  und  LF',  3  und  4.  Zu  diesen  vier 
Tangenten  denken  wir  uns  vier  Durchmesser  parallel  gezogen:  d^  d.^ 
r/3  d^.  Diese  liegen  erstens  in  einer  Diametralebene,  weil  die  vier 
Tangenten  in  der  Tangentialebene  liegen;  d^  und  d.^  sind  die  Haupt- 
axen  des  Diametralschnitts;  die  beiden  Durchmesser  d^  und  d^  müssen 
einander  gleich  sein,  weil  sie  es  sind,  wenn  man  sie  mit  der  Ent- 
fernung der  Tangentialebene  vom  Mittelpunkte  multiplicirt ;  also  sind 
d.^  und  rfj  die  gleich  grossen  Durchmesser  des  Diametralschnitts,  und 
somit  gegen  die  Axen  d^  und  d^  gleich  geneigt.  Dasselbe  Verhältnis 
muss  unter  den  ihnen  parallelen  Tangenten  bestehen:  die  Tangenten 
3  und  4  müssen  folglich  mit  den  Tangenten  der  Ki'ümmungscurven 
1  und  2  gleiche  Winkel  bilden.  -;- 

Wir  können  nun  hieraus  einen  Satz   ableiten,   welcher    dem  von 

10* 
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den  Kegelsclmitten  analog  ist,  dass  die  Summe  resp.  Differenz  der 
ßadienvectoren  constant  ist.  Wir  beweisen  zunächst  den  Satz  in  der 
Ebene,  welcher  sich  darauf  stützt,  dass  der  Kreis  seine  Radien  recht- 
winklig schneidet,  und  erweisen  alsdann  einen  Lehrsatz  von  Gauss, 
welcher  diesem  vom  Kreise  analog  ist. 


§94. 

Lehrsatz  1.  Wenn  man  bei  einer  Ellipse  nach  einem  Punkte 
der  Peripherie  Radienvectoren  zieht,  so  bilden  sie  mit  der  Tangente 
dort  gleiche  Winkel. 

Sind  f  und  /' ,  siehe  Fig.  36 ,  die  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse 
und  a  ein  Punkt  in  ihrer  Peripherie,  &  der  ihm  unmittelbar  nächste, 
so  ist  nach  dem  Grundgesetz  der  Ellipse:  fa-\-f'a=fh-\-f'h. 
Trägt  man  daher  fa  auf  fh  bis  nach  a,  und  f'h  auf  f'a  bis  nach  ^ 
ab,  so  ist  auch  aß=^ha.  Ferner  hat  man  in  den  beiden  Drei- 
ecken aßb  imd  aab  die  Linie  ab  gemeinschaftlich,  und  endlich  ist 
<:^aßh  =  aab  =  R,  weil  der  Radius  den  Kreis  rechtwinklig  schneidet, 
oder  weil,  wenn  man  von  einem  Punkte  Strahlen  zieht,  welche 
gleichlang  sind,  die  Curve,  welche  die  Endpunkte  der  Strahlen  ver- 
bindet, normal  auf  den  Strahlen  steht.  Demnach  bildet  ah  denselben 
Winkel  mit  af  wie  mit  hf,  und  da  Punkt  h  unendlich  nahe  an 
Punkt  a  liegt,  also  die  Winkel,  welche  ah  mit  af  und  hf  bildet, 
einander  gleich  sind,  so  bildet  die  Linie  ab,  oder  die  Tangente  in  a 
mit  beiden  Strahlen  gleiche  Winkel. 

Lehrsatz  2.  (Umkehrung.)  Zieht  man  von  zwei  Punkten  inner- 
halb einer  Curve  nach  einem  Punkte  der  Curve  Strahlen ,  und  bilden 
diese  mit  der  Tangente  dort  gleiche  Winkel,  so  ist  die  Summe  der 
Strahlen  constant. 

Der  Beweis  ist  der  vorige  in  umgekehrter  Ordnung.  Sind  a 
und  b  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Curve,  und  ist  -^{ba^a/') 
oder  ^{ba,  bf)  =  {ab,  «/"'),  so  ist  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
aßb  und   aab  aß  =  bcc,    folglich  auch  fa  -\-  f  a  =  fh  -\-  f  h  =  est. 

Anmerkung.  Derselbe  Satz  und  seine  Umkehrung  gilt  auch 
m.  m.  von  der  Hyperbel,  siehe  Fig.  37,  d.  h.  wo  es  sich  um  con- 
stante  Differenz  der  Strahlen  handelt.  Der  Beweis  ist  ganz  analog 
dem  hier  gegebenen.  —  Dieselbe  Betrachtung  giebt  auch  den  Beweis 
für  folgenden  Satz :  Legt  man  um  eine  Curve  einen  Faden  und  spannt 
ihn,  so  beschreibt  seine  Spitze  eine  Curve,  deren  Tangente  mit  den 
Radienvectoren  gleiche  Winkel  bildet.  Ebenso  für  die  Umkehrung: 
Wenn  zwei  Curven  in  der  Beziehung  zu  einander  stehen,  siehe  Fig.  38, 
dass  die  Tangenten  von  einem  Punkt  der  äussern  nach  Punkten  der 
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innera  mit  der  Tangente  in  jenem  Punkt  der  äussern  gleiche  Winkel 
bilden,    so   ist    folgende   Summe    constant:    erster  ßadiusvector  plus 
Bogenstück  der  zweiten  Curve  plus  zweiter  Radiusvector. 
Der  Satz  gilt  z.  B.  von  zwei  confocalen  Ellipsen. 

§  95. 

Lemma.  Wenn  man  von  einem  Punkte  einer  Fläche 
nach  allen  Richtungen  hin  gleich  grosse  kürzeste  Linien 
zieht,  so  stehen  dieselben  auf  der  Curve  ihrer  Endpunkte 

normal. 

Beweis.  1)  Wir  denken  uns  von  einem  Punkte  0  der  Fläche 
aus  einander  unendlich  nahe,  siehe  Fig.  39,  zwei  kürzeste  Linien  von 
gleicher  Länge  gezogen:  OA  und  OB'^  dann  soll  die  Linie  AB  auf 
jedem  dieser  beiden  Radien  normal  stehen.  Angenommen,  dies  sei 
nicht  der  Fall,  so  wird  z.  B.  der  Winkel  bei  A  ein  spitzer  sein,  der 
bei  B  stumpf.     Denken    wir   uns  jetzt  auf  OA  von  A   aus  ein  Stück 

A  Ti 

AC  abgetragen,  so  dass  ^^==c^^7  ''^Iso  der  Winkel  CBA  =  B  ist, 
wenn  man  die  kürzeste  Linie  CB  zieht,  so  ist,  weil  AB,  AC,  CB 
unendlich  kleine  Grössen  sind,  CB  =  AC.^iwA,  also 

OC  -\-  CB  =  OA  —  AC-{-  CB  =  OB  — AC {l— sin  A); 

es  wäre  somit  der  Weg  OCB  <0B,  d.  h.  OB  keine  kürzeste  Linie. 
Diese  Construction  ist  aber  nur  möglich,  so  lange  A  von  90"  ver- 
schieden  ist ;    da   sie   einen   Widerspruch   ergiebt ,    so   muss    A  =  90" 

sein. 

2)  Der  analytische  Beweis  stellt  sich  so:  Denkt  man  sich  von 
einem  Punkt  aus  nach  allen  Richtungen  hin  beliebige  Linien  ge- 
zogen, nicht  blos  kürzeste,  und  auf  denselben  von  dem  Punkte  aus 
eine  Strecke  u  abgetragen,  so  wird  offenbar  der  Winkel,  den  die 
Curve  der  Endpunkte  dieser  u  mit  den  Strahlen  macht,  sehr  ver- 
schieden sein  können  von  einem  rechten  Winkel.  Denkt  man  sich 
nun  die  Strecke  u  immer  kleiner  werdend,  aber  auf  allen  Curven 
gleich  gross,  so  zieht  sich  die  Curve,  die  ihre  Endpunkte  verbindet, 
immer  mehr  zusammen.  Wird  u  unendlich  klein,  so  kann  man  alle 
Endpunkte  ansehen  als  in  derselben  Ebene  liegend  mit  dem  Punkte, 
von  dem  man  ausgegangen  ist;  sie  bilden  folglich  alsdann  einen  un- 
endlich kleinen  Kreis,  und  dieser  steht  somit  normal  auf  allen 
Strahlen.  —  Hat  man  also  von  einem  Punkte  0  einer  Fläche  nach 
allen  Richtungen  hin,  also  unzählige  viele  kürzeste  Linien  gezogen, 
und  nimmt  irgend  eine  unter  ihnen  als  die  erste  an,  so  wird  jede 
andere  gegeben  sein,  wenn  man  weiss,  welchen  Winkel  v  im  An- 
fange   bei    0    ihre    Tangente    mit    der   Tangente    der    ersten    bildet. 
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Nennt  man  ferner  die  Länge  einer  solchen  kürzesten  Linie  vom 
Punkte  0  aus  bis  zu  einem  Punkte  auf  ihr  gerechnet  u,  so  kann 
offenbar  jeder  Punkt  der  Fläche  gegeben  werden  durch  die  beiden 
Grössen  u  und  y;  d.  h.  man  kann  seine  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x,  y ,  z  jede  als  Function  von  u  und  v  darstellen.  In  diesem 
Coordinatensystera  wollen  wir  nun  die  Gleichung  der  kürzesten 
Linien  für  Punkt  0  aufstellen,  d.  h.  die  Frage  lösen:  Welche  Func- 
tionen müssen  x,ij,z  von  u  und  v  sein,  oder  wie  müssen  diese 
Functionen  beschaffen  sein,  damit  diejenigen  Curven,  für  welche  v 
constant  ist,  u  aber  variabel,  kürzeste  Linien  sind?  Damit  eine 
Curve  kürzeste  Linie  ist,  muss  ihre  Schmiegungsebene  normal  stehen 
auf  der  Tangentialebene  der  Fläche.  Die  Tangentialebene  der  Fläche 
hat  die  Gleichung 

\dudv     dudvÄ^     ^^'^Vdudv     dudv/^^     ^^\dudv     dudV''^'     ^^ 
Die  Schmiegungsebene   derjenigen  Curve,    für  welche  v  constant  ist, 
u  aber  variabel,  ist 

(dxd^_dy  d^jc\  ..  _  _^  _,    (dyd^__d^d^\  .._  ^n 

1    ß^  ^^  _  ^  ^\  (    _    ^  =^  0 
""   \du  du""       du  duV  ^^      y> 

Diese  beiden  Flächen  schneiden  sich  rechtwinklig,  wenn 

^dudv       du  dv/  \du  du^       dudu^^       ^dudv       dudv'\du  du^       dti  du'^ 
,(dz_dx_dxdz\(8z_d^_8x  d^i\  ^  q  •  ^ 
''^diidv       dudv/^dudu^       du  du^' 

Dieses  Aggregat  von  Producten  lässt  sich  in  folgenden  Ausdruck 
transformiren : 

W    ,dj^    ,d^\  \dx  d^    ,dy    d^    ,d3_    d^ 

hu^  ~^  du^  """aw«)  kv'  dti"^  "■   a«'  du^  ~^  dv'  du^. 

_  \dxdx    .dydy    .dz^dz)   idxd^.dy^d^.dz_d^ 

idudv    '    dudv    '   dudvJ   wudu^  "*"  dudu^   *    dudvr 

d.  i.: 

E.  j^_x  ^-^j  -F  J-H  =  0 
\d-u       ^  dv)  '  '^  du 

Es  ist  aber 

E  =  g^'  +  dy^  +  dz^  ^^  ^  i 

du^  du^  ' 

denn  du   ist   das  Bogenelement   der  Curven  U ,   um   die    es    sich  hier 

handelt.      Dadurch    wird    unsre    Gleichung    folgende :    ^ —  =  0  oder, 

einmal  integrirt:   F  eine  Function  von  v  allein. 

Hieraus   und   aus   der  zu  Anfang  dieses  zweiten  Beweises  ange- 
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führten  geometrischen  Hilfsbetrachtung  ergiebt  sich  unser  Lehrsatz 
sofort.     Die  Grösse  -,  ■     bedeutet  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen 

Ve.g 

den  Curven  U  und  T.  Nehmen  wir  für  alle  Curven  U,  d.  h,  für 
alle  kürzesten  Linien,  ii  constant,  so  erhalten  wir  die  Curve  F, 
welche  die  Endpunkte  aller  dieser  gleichlangen  kürzesten  Linien 
verbindet.  Lassen  wir  das  u  immer  kleiner  werden,  so  wird  der 
Winkel  dieser  Endpunktencurve  mit  den  küi'zesten  Linien  schliesslich 
90**,  wie  wir  wissen;  also  sein  Cosinus  gleich  Null.  Es  muss  mithin,  je 
kleiner  u  wird,  desto  mehr  F  sich  der  Null  nähern,  und  wenn  u 
unendlich  klein  ist,  muss  F  =  0  sein.  In  F  kommt  aber  u  gar  nicht 
vor;  deshalb  muss  F  unter  allen  Umständen  gleich  Null  sein;  also 
steht  die  Endpunktencurve  stets  auf  allen  kürzesten"  Linien  normal, 
u  mag  so  gross  sein  als  man  will,  wenn  es  nur  für  alle  kürzesten 
Linien  dasselbe  ist. 

Anmerkung.  Dieser  Beweis  giebt  sofort  noch  einen  Satz,  von 
welchem  der  eben  bewiesene  ein  specieller  Fall  ist.  Denkt  man  sich 
nämlich  auf  einer  Fläche  irgend  eine  Curve  gezogen  und  eine  An- 
zahl kürzester  Linien,  die  darauf  normal  stehen ,  und  auf  allen  diesen 
kürzesten  Linien  von  der  ersten  Curve  aus,  die  zum  F Systeme  ge- 
hören  möge,    gleiche   Längen    aufgetragen,    so    erhält   man   eine  neue 

Curve ,  für  welche  man  auf  dieselbe  Art  beweisen  kann ,  dass  t^ —  =  0 

'  '  du 

ist  oder  F  nur  von  v  abhängt.  Da  aber  für  die  erste  Curve  nach 
dem  eben  bewiesenen  Lemma  F=0  ist,  so  findet  diese  Gleichung 
auch  für  die  neuen  Curven  statt,  und  wir  erhalten  somit  folgenden 
umfassenderen  Satz: 

Zieht  man  eine  beliebige  Curve  auf  einer  Fläche  nnd  errichtet 
auf  derselben  geodätische  Normalen  von  gleicher  Länge,  so  liegen 
die  Endpunkte  dieser  Normalen  auf  einer  Curve,  die  alle  Normalen 
rechtwinklig  schneidet. 

Dass  das  oben  bewiesene  Lemma  nur  ein  specieller  Fall  hiervon 
ist,  geht  daraus  hervor,  dass  der  Punkt,  von  welchem  wir  oben  aus- 
gingen, als  Degeneration  jeder  geschlossenen  Curve  angesehen  wer- 
den kann. 

§  96. 

Hiernach  lässt  sich  folgender  Lehrsatz  beweisen:  Wenn  man 
auf  einer  Fläche  um  zwei  Punkte  als  feste  einen  Faden  sich  gelegt 
denkt,  den  man  stets  gespannt  hält,  wodurch  er  (§  90.,  2)  die  Ge- 
stalt der  kürzesten  Linie  annimmt,  so  bilden  die  Radienvectoren 
immer  gleiche  Winkel  mit  der  entstehenden  Curve.  Oder,  was  genau 
dasselbe  ist:   Bestimmt  man   den  Ort   eines  Punktes  auf    der 
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Fläche,  so  dass  die  Summe  seiner  kürzesten  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punkten  /  und  f  der  Fläche  constant 
bleibt,  so  bilden  diese  Entfernungen  oder  geodätischen 
Radienvectoren  mit  der  Tangente  der  Curve  stets  gleiche 
Winkel.  Ebenso,  wenn  die  Differenz  der  Radienvectoren  constant 
ist.  Die  Construction  und  der  Beweis  ist  genau  so  wie  für  §  94., 
Lehrsatz  1.  Die  vier  Punkte,  welche  hier  den  Punkten  a,  b,  a,  ß 
dort  entsprechen,  liegen  auch  hier  in  einer  Ebene,  weil  sie  einander 
unendlich  nahe  sind;  und  auch  hier  sind  nach  dem  Gauss'schen  Satze 
aßb  und  aab  rechte  Winkel,  mithin  ändert  sich  gar  nichts  im  Beweise. 

Auch  gilt  hier  der  umgekehrte  Lehrsatz,  wie  von  selbst 
klar  ist. 

Folgerung  [von  Michael  Roberts].  Die  Krümmungscurven 
des  EUipsoids  sind  der  geometrische  Ort  für  einen  Punkt, 
dessen  Entfernungen  von  zwei  Nabelpunkten  durch  kür- 
zeste Linien  gemessen  eine  constante  Summe  haben.  Denn 
nach  §  94.  ist  -^(3,  1)  =  (4,  1)  und  <^(3,  2)  =  (4,  2),  mithin  ist, 
wie  eben  bewiesen,  LF  -\-  LF'  =  c. 

§  97. 

Gauss  hat  sich  mit  dem  Coordinatensystera,  welches  sich 
auf  §95.  gründet,  noch  etwas  genauer  beschäftigt.  Es  ist  folgendes: 
Man  lege  durch  irgend  einen  Punkt  0  auf  einer  Fläche,  s.  Fig.  40,  un- 
zählig viele  kürzeste  Linien  nach  allen  Richtungen,  u  sei  die  Entfernung 
irgend  eines  Punktes  auf  der  Oberfläche  von  ö;  es  wird  also  u  an- 
gesehen werden  können  als  die  eine  Coordinate,  indem  alle  Punkte, 
welche  gleiches  m  haben,  auf  einer  Curve  liegen,  die  auf  allen  Curven 
des  ersten  Systems  normal  steht.  Betrachtet  man  eine  beliebige 
Curve  des  ersten  Systems  z.  B.  OA  als  erste,  so  wird  jeder  Punkt 
C  der  Fläche  vollständig  gegeben  sein,  wenn  erstens  sein  u,  d.  h.  die 
geodätische  Entfernung  OC  bekannt  ist,  und  ausserdem  der  Winkel  v, 
welchen  ÖC  in  0  mit  der  ersten  Curve  OA  macht. 

Es  ist  dieses  Coordinatensystem  ganz  analog  den  Polarcoordinaten 
in  der  Ebene.  —  Wäre  0  der  Pol  der  Erde,  so  wären  u  die  Poldi- 
stanzen und  V  die  geographischen  Längen. 

In  diesem  Coordinatensystem  ist  also  für  die  Curven  des  ersten 
Systems  v  constant,  für  die  des  zweiten  u.  Die  Grösse  F  ist  =  0, 
weil  die  beiden  Systeme  aufeinander  normal  stehen. 

^  ""  \diJ  +  \dü)  +  \dü) 
wird  =  1,  denn  ti  ist  s.   Die  Grösse  G  endlich  oder  (||y  +  (~^'  -f  (|^y 
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wollen  wir  =  ?n-  setzen,  so  dass  also  mr  eine  Function  von  u  und  v 
ist.  Demnach  wird  das  Linienelement  irgend  einer  Curve  auf  dieser 
Oberfläche  ds  =  ]/u"^ -\- m'^  dv  also  d s- =^  d ii- -^  ?}i- d v- ,  was  auch 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  folgt,  dessen  Katheten  rf?^  und  f)idv, 
nämlich  die  Differentiale  der  Curven  des  ersten  und  des  zweiten  Sy- 
stems, und  dessen  Hypotenuse  ds  ist. 

Wir  wollen  nun  zunächst  sehen,  wie  der  Ausdruck  für  das  Mass 
der  Krümmung  wird,   welches   wir   durch  k   bezeichnen   wollen,    und 

welches   (§  63.)   durch   die   Gleichung    k  = gegeben   wird.     Wir 

finden,  weil  E=l,  F  =  0  ist,  nach  §  61.: 

4(y^ 

Vit/  vgtt^/ 

Setzen  wir  also  G  =  fn"^,  so  wird 

^—  =  2w  5—  und  7— 5-  =  2m  5-v  +  2  U     )  • 

Demnach  wird  der  vorige  Ausdruck  zu  folgendem  einfacheren 

m 


QiQi 


also  endlich  k  = ^^  •     Dies   ist  also  das  Mass  der  Krümmung 

in  diesen  Coordinaten. 

Ueber  die  Grösse  m  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  für  ii  =  0 
unabhängig  von  v  tn  =  0  und  ^ —  =  1  wird.     Denn   es   ist   mdv  das 

Bogenelement  einer  Curve  des  zweiten  Systemes,  und  dieses  wird 
einerseits  Null  für  ein  sehr  kleines  ^r,  andrerseits  kann  man  es  für 
ein   sehr   kleines  u  auch   geradezu   gleich   itdv   setzen,    so   dass   also 

mdv  gleich  iidv  wird,  wenn  u  sehr  klein  ist,  also  dm  =  du  oder  ^ —  =  1. 


§  98. 

Aufgabe  (Gauss).  Welches  ist  die  Gleichung  der  kürzesten 
Linie  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  auf  einer  Oberfläche,  aus- 
gedrückt durch  die  krummlinigen  Coordinaten  u  und  v? 

Nach  dem  vorigen  Paragraph  handelt  es  sich  bei  dieser  Aufgabe 
darum,  das  Integral  fj/u"^  -\-  m-  dv  innerhalb  gegebener  Grenzen 
zum  Minimum  zu  machen.  Wir  setzen  daher  statt  ?<  u -\-  e.du,  also 
statt  u  u  -f-  s.(duy ,  entwickeln  alsdann  das  Integral  nach  Potenzen 
von  e,  und  setzen  endlich  das  mit  s  multiplicirte  Glied: 
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innerhalb  derselben  Grenzen  genommen,  gleich  Null.  Der  erste  Theil 
dieses  Integrals  lässt  sieh  aber  theilweis  integriren,  und  berücksichtigt 
man,  dass  öu  an  den  Grenzen  Null  sein  muss,  so  erhält  man  fol- 
gende Gleichung  aus  der  vorigen: 

Daraus  folgt,  weil  diese  Gleichung  für  alle  Werthe  von  871  statt- 
finden muss,  dfese  Differentialgleichung  für  die  kürzesten 
Linien 

dm 


Anstatt  dieser  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  hat 
Gauss  zwei  der  ersten  Ordnung  eingeführt  und  zwar  vermittelst 
einer  neuen  Hilfsgrösse,  die  sich  allerdings  von  selbst  darbietet. 
LL  sei  irgend  eine  Curve  auf  der  Fläche,  siehe  Fig.  41;  ihr  Bogen 
von  irgend  einem  Punkte  an  gerechnet  sei  i' ,  und  zwar  werde  dieser 
Bogen  so  gerechnet,  dass  er  mit  wachsendem  u  ebenfalls  zunimmt. 
Der  Winkel  v,  welchen  die  ii  nach  den  verschiedenen  Punkten  von 
LL  gezogen  mit  OA,  dem  ersten  u,  bilden,  werde  ebenfalls  in  der 
Richtung  gezählt,  dass  er  zunimmt,  wenn  u  grösser  wird.  Alsdann 
werden  die  einzelnen  Punkte  der  Curve  LL  unzweideutig  durch  eine 
Gleichung  zwischen  ii  und  v  gegeben  sein.  Nun  sei  -O-  der  Winkel, 
'Welchen  das  Bogenelement  der  Curve  LL  mit  dem  Bogenelemente 
des  ersten  Systems,  des  Systems  ü,  macht  und  zwar  so  genommen, 
dass  seine  Schenkel  s  und  u  wachsen.  Man  hat  alsdann  folgende 
Gleichungen: 

m  dv         ,      „     du  „     mdv  .     cl 

^rT  =  *8"  ^'  HS  =  ^^^  ^'  ~fs    =  ^^"  ^' 

welche  somit  für  alle  Curven  LL  gelten,   sie  mögen  kürzeste  Linien 
sein  oder  nicht. 

Mit  Hilfe  dieses  Winkels  lässt  sich  nun  die  Gleichung  der  kür- 
zesten Linie,  welche  wir  auch  so  schreiben  können: 

dm  f  du  "\'  dm 

du  l     dv     \       ^  du         /du\ 


r  du  "> ' 
I   ^   I 

\dv  J 


T  du         (dvi\         (^ 


ds  I     eis     I  ds  \(Z. 

dv  \  dv  J  dv 


in  folgende  umformen; 


—     155     — 

dm  ^  dm 

__3ji  _  (cos  &)'  =  0  oder  -p-  +  sin  ^  r    =  ^ 
dv  dv 

oder   endlich   >,"*  +  ^,—  =  0.      Diese   Gloicliunc;   a'ilt   also  spocioU   f ur 
du     ^   dv 

die  Veränderungen  des  0'  bei  den  kürzesten  Linien.    vSetzt  man  statt 

d-  in  sie  den  Werth  desselben  aus  einer  der  obigen  drei  allgenieinen 

Gleichungen,    so   kommt   man   wieder    auf  eine   Ditl'erentialglcichung 

zweiter  Ordnung. 

§  99- 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  lässt  sich  nun  ein  neuer  Satz  von  Gauss 
beweisen,  der  einer  der  schönsten  in  der  ganzen  Theorie  der  Flächen 
ist.     Wir  schicken  dazu  voraus  folgende 

Erklärung.  Es  sei  ein  Dreieck  auf  einer  Fläche  gegeben,  dessen 
Seiten  kürzeste  Linien  sind.  Man  denke  sich  entlang  dieses  Drei- 
ecks Normalen  der  Fläche  gezogen,  und  zu  diesen  Normalen  Radien 
einer  Hilfskugel  parallel,  die  von  beliebiger  Grösse  ist.  Man  erhält 
dadurch  auf  der  Kugel  wiederum  ein  Dreieck,  welches  allerdings  nur 
in  dem  speciellen  Falle  ein  sogenanntes  sphärisches  Dreieck  sein 
wird,  dass  die  Fläche,  von  der  man  ausgeht,  selbst  eine  Kugel  ist. 
Den  Inhalt  des  Dreiecks  auf  der  Kugel  nennt  Gauss  die  curva- 
tura  integra  oder  Totalkrümmung  des  Dreiecks  auf  der  ge- 
gebenen Fläche.  Sind  die  drei  Winkel  des  Dreiecks  auf  der  ge- 
gebenen Fläche,  d.  h.  die  Winkel,  welche  die  begrenzenden  kürzesten 
Linien  in  den  Durchschnittspunkten  mit  einander  machen,  A,  D ,  C, 
so  nennt  man  die  Differenz  A -\- B -\- C — 180"  den  sphärischen 
Excess  und,  falls  diese  Differenz  negativ  ist,  die  Differenz 
180"— (^  +  i?+  C)  den  sphärischen  Defject. 

Lehrsatz.  Die  Totalkrümmung  eines  Dreiecks,  das 
von  kürzesten  Linien  auf  einer  Oberfläche  gebildet  wird, 
verhält  sich  zur  Oberfläche  einer  Kugel,  wie  der  sphä- 
rische  Excess   resp.   Defect   seiner  Winkel   zu  8    Rechten. 

Beweis.  Nach  §  63.  ist,  wenn  6  und  s,  s.  Fig.  42,  die  dort  ange- 
gebene Bedeutung  haben,  der  Quotient  —  == Offenbar  ist  die  Total- 

krümmung  des  Dreiecks  ^5C  gleich  Ziö  innerhalb  gewisser  Grenzen, 
die    sich    nach    den  Seiten   von    ABC    richten   werden.      Es    ist   also 

Curv.   int.  =  E Denken   wir  uns   nun   eine   Spitze  des  Drei- 

Qi-Qz  '■ 

ecks  z.  B.  A  als  Anfangspunkt  eines  Coordinatensystems,  wie  wir 
es  jetzt  zuletzt  betrachtet  haben,  so  werden  wir  die  beiden  Seiten 
AB  und  AC  als  zwei  Curven  des  Systems  U  ansehen  können,   wo  v 
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constant  ist.  Denken  wir  uns  nun  zwei  unendlich  nahe  Curven  dieses 
Systems  und  zwei  unendlich  nahe  Curven  des  zweiten  Systems,  für 
welches  u  constant  ist,  so  werden  diese  ein  kleines  Rechteck  aus- 
schneiden, welches  wir  (wie  in  §  85.)  als  Differential,  und  zwar  als 
zweites,  von  ABC  ansehen  können.  Seine  Seiten  sind  dv  und  m.dii\ 
wir  erhalten  demnach  s  =  m  .du-dv ,  und  haben  folglich  den  Aus- 
druck — ^ — '■ —  in  Bezug  auf  it  und  v  für  alle  Werthe  zu  integriren, 
die  innerhalb  des  gegebenen  Dreiecks  fallen.  Dies  gelingt  vermöge 
der  Gleichung 
gral  wird  also 


der  Gleichung  =  A-  == ^r^,   wo   w^  =  G   ist.     Unser  Inte 


-II- 


Uö  =   I   I — ^^dudv. 


Wir  führen  zunächst  die  Integration  in  Bezug  auf  n  aus,  d.  h.  wir 
berechnen  die  Totalkrüramung  für  den  unendlich  schmalen  Streifen, 
der  zwischen  den  beiden  unendlich  nahen  Curven  (7  liegt.  Diese 
Integration  ergiebt 

Die  Grenzen  für  ii  sind  0  und  der  Werth,  den  es  auf  der  Linie  BC 
hat,  und  der  eine  Fun(;tion  von  v  ist.  Da  nun  für  u  =  0  das  Drei- 
eck ABC  zum   Punkte   A   zusammenschrumpft,   und   folglich   um    so 

mehr  unser  unendlich  kleines  Dreieck ,  so  ist  für  ii  =  0   c  —  -^ —  =  0. 

'  du 

Da  aber  für  t<  =  0  nach  8  97.  75—  ==  1  ist,  so  wird  die  Constante 
c  =  1.     Also  wird 


^'^-ß^-t)'^': 


oder  mit  Einführung  des  Winkels  -9",  den  die  Linien  des  Systems  V 
mit  denen  des  Systems  U  in  dem  im  §  98.  angegebenen  Sinne  bilden, 

2Ja=^J{lV^)dv=Idv+Jd^. 

Das  Idv  ist  offenbar  A,  wenn  man  die  Grenzen  für  v  einsetzt,  welche 
0  und  A  sind.  Setzt  man  ferner  den  Winkel,  welchen  BC  mit  einer 
Curve  U  bildet,  immer  in  dem  angegebenen  Sinne,  gleich  &^,  und 
den  mit  der  nächsten  Curve  U  gleich  -O-j,  so  ist  dd'  offenbar  =  ^■^ — ■9'^. 
Das  Idd'  wird  also  die  Summe  aller  ähnlichen  Differenzen,  aus 
welcher  sich  folglich  alle  zwischenliegenden  Winkel  ausser  dem  ersten 
und  letzten  herausheben.  Bezeichnet  man  diese  resp.  mit  ß  und  y, 
so  wird  MgVich  Jdd-  =  y  —  ß  d.  i.  =  ^_(].80«-i?)  =  B  -^  C-  180". 
Somit  haben  wir  endlich:  der  Flächeninhalt  der  Totalkrümmung  ist 
Curv.   ini.  =  A -\-  B -\- C — 7t,   wenn  der  Radius   der  Hilfskugel    1 
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ist.     Dann  ist  aber  die  Oberfläche  der  Kugel  =  47t.    Das  Verhältnis 

dieser  beiden  Grössen  giebt      "*     ^ ;   unabhängig   vom   Radius 

der  Kugel;  und  das  ist  unser  Lehrsatz. 

Dieser  Beweis  gilt  für  den  Fall ,  dass  Q^  und  q.^  gleiches  Zeichen 

haben.    Haben  q^  und  Q2  entgegengesetztes  Zeichen,  so  ist  = , 

weil  0  und  s  wesentlich  positiv  sind.  Dadurch  erhält  also  unser 
Resultat  das  negative  Zeichen;  es  wird  ==  ^^ — - — i — — —  -  Dies  ge- 
schieht also,  wenn  die  gegebene  Fläche  eine  ist,  deren  Hauptkrüm- 
mungen entgegengesetzt   sind. 

Folgerung.  Nimmt  man  statt  des  Dreiecks  auf  der  Fläche 
ein  beliebiges  Polygon,  dessen  Seiten  kürzeste  Linien  sind,  so  erhält 
man  einen  Satz,  welcher  dem  vom  sphärischen  Polygon  analog  ist, 
so  wie  der  von  der  Totalkrümmung  des  Dreiecks  mit  dem  vom 
sphärischen  Dreieck  übereinkommt.  Denn  man  kann  das  Polygon 
durch  kürzeste  Linien  in  Dreiecke  zerlegen. 

Anmerkung.  Es  sind  auch  einfachere  Beweise  für  diesen  Satz 
von  der  Totalkrümmung  gefunden  worden.  Jacobi  hat  dazu  einen 
Satz  aufgestellt,  der  allgemeiner  ist,  indem  er  die  Fläche  gar  nicht 
berührt.  Der  Satz  lautet:  Bildet  man  irgend  ein  Dreieck,  dessen 
Seiten  Curven  doppelter  Krümmung  sind,  und  welches  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  in  den  Ecken,  wo  zwei  Curven  zusammenstossen, 
die  Krümmungsradien  beider  gleiche  Richtung  besitzen,  und  zieht 
man  ferner  zu  den  sämmtlichen  Krümmungsradien  der  Curven  parallele 
Strahlen  einer  Hilfskugel,  so  ist  der  Inhalt  des  auf  der  Kugel  ge- 
bildeten Dreiecks  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  durch  den  sphärischen 
Excess  oder  Defect  gegeben.  —  Dass  unser  Fall  hierher  gehört, 
folgt  aus  §  86.,  denn  da  die  gegebene  Fläche  in  jeder  Ecke  nur 
eine  Normale  hat  und  die  Schmiegungsebenen  beider  sich  dort  schnei- 
denden kürzesten  Linien  durch  diese  Normale  geht,  so  fallen  die 
Krümmungsradien  beider  in  die  Normale. 


10.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  Flächen. 

§  100. 

Die  Darstellung  der  Flächen  durch  partielle  Differen- 
tialgleichungen ist  ein  Ergebnis  der  Entsteüungsart  der  Flächen. 

Aufgabe  1.  Die  endliche  und  die  partielle  Differen- 
tialgleichung der  Cylinderflächen  zu  finden. 

Eine  Cylinderfläche  entsteht,  wenn  eine  gerade  Linie,  beständig 
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parallel  bleibend;  sich  entlang  einer  Curve  oder  überhaupt  nach  einem 
gewissen  Gesetze  bewegt.    Nun  ist  die  Gleichung  irgend  einer  geraden 

Linie    j'  / -,  _t_  o  *      Geben   wir   hierin    den    vier   Grössen   a,h,a,ß 

andre  und  andre  Werthe,  so  erhalten  wir  immer  andre  gerade  Linien. 
Die  Bedingung  nun  für  die  Aenderung  dieser  Werthe  in  der  Art, 
dass  die  sich  ergebenden  geraden  Linien  parallel  bleiben,  ist  die, 
dass  a  und  h  dabei  constant  sein  müssen.  Eine  gerade  Linie  wird 
sich  von  der  andern  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  ein  gewisser 
Parameter  einen  andern  Werth  hat;  die  Grössen  a  und  ß  müssen 
also  von  einander  abhängig  sein,  oder  man  muss,  wenn  a  gegeben 
ist,  ß  daraus  finden  können,  und  umgekehrt.  Daraus  geht  hervor, 
dass  ß  irgend  eine  Function  von  a  sein  muss :  ß  =  (p  (a).  Geben 
wir  nun  dem  a  andre  und  andre  Werthe,  so  erhalten  wir  die  Tota- 
lität aller  nach  dem  Vorigen  bestimmten  Geraden,  und  das  ist  die 
Cylinderfläche.  Um  ihre  Gleichung  zu  finden,  cHminiren  wir  a  aus 
den  beiden  Gleichungen:  a  =  x  —  az,  ß  oder  (p (a)  =  tj  —  hz]  dadurch 
erhalten  wir  y  —  hz  =  cp  {x  —  r/z),  in  welcher  Gleichung  cp  eine  ganz 
beliebige  Function  bedeutet.  Diese  Gleichung,  der  man  allerdings 
noch  andre  Formen  geben  kann,  stellt  also  alle  Cylinderflächen  dar. 
Ausser  dieser  Definition,  die  eine  willkürliche  Constante  ent- 
hält, giebt  es  noch  eine  zweite,  die  davon  nicht  unwesentlich  ver- 
schieden ist,  nämlich  durch  eine  partielle  Differentialgleichung.  Diffe- 
rentiiren  wir  nämlich  die  obige  Gleichung  zuerst  partiell  nach  x  und 
dann  partiell  nach  y,   so   erhalten   wir  folgende   beide  Gleichungen: 

—  hp=(p\a).  Il  d.  i.  =  cp\a){l-ap)  und  \—hq  =  (p'{a)^^=—(p'{a)aq', 

dividiren   wir   diese   beiden    durcheinander,   so   fällt   die   willkürliche 

Function  fort,  und  es  ergiebt  sich  ,     ,     =-; — -  oder  an  -{-  hq  =  \. 

Von  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ist  das  Integral  die  vorher 
gefundene  endliche  Gleichung. 

Dass  die  gefundene  Differentialgleichung  wirklich  eine  Cylinder- 
fläche darstellt,  sieht  man  daraus,  dass  sie  der  Ausdruck  dafür  ist, 
dass   die   Tangentialebene   t, — z  =  p  {^  —  x) -{- q  (tj — y)    parallel    der 

Geraden  2;  =  —  ==^  ist;  sie  drückt  also  aus,  dass  jede  Tangential- 
ebene einer  Cylinderfläche  den  Geraden  des  Systems  parallel  ist;  da 
aber  jedesmal  die  Tangentialebene  durch  einen  Punkt  einer  solchen 
Geraden  geht,  so  folgt  die  bekannte  Eigenschaft  des  Cylinders,  dass 
jede  Tangentialebene*~die  ganze  Kante  des  Cylinders  enthält. 

Aufgabe  2.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegel- 
flächen aufzustellen. 

Eine   Kegelfläche  entsteht,   wenn  eine  gerade  Linie   durch  einen 
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Punkt  gellt  und  sich  sonst  nach  einem  beliebigen  Gesetze  bewegt. 
Die  Coordinaten  des  festen  Punktes,  den  man  den  Scheitel  nennt, 
mögen    a,  ß,  y   sein.     Dann   ist   die   Gleichung   der  sich    bewogenden 

Geraden  \~     ^~?,  ~^!-     Hierin   muss   also   a   eine  Function  von  b 

(z  —  y  =  b  (y  —  ß) 

sein.  Soll  z.  B,  die  gerade  Linie  immer  durch  die  Curve  r  ,  '^'^^  ,. 
gehen,  so  muss  man  die  beiden  Gleichungen 

haben ,  aus  denen  man  durch  Elimination  von  z  offenbar  eine  Glei- 
chung zwischen  a  und  b  bekommen  wird:  0(«,/>)  =  O,  und  hieraus 
wiederum  kann  man  b  als  Function  von  a  bestimmen:  b  =  f{a). 
Ist  statt  der  obigen  Curve  eine  Fläche  gegeben,  welche  die  Kegel- 
fläche immer  umhüllen  soll,  so  muss  jede  gerade  Linie  eine  Tangente 
der  gegebenen  Fläche  sein,  woraus  sich  ebenfalls  eine  Gleichung 
zwischen  a  und  b  ableiten  lässt.  Wir  müssen  also  in  der  obigen 
Gleichung  der  geraden  Linie   b   als  Function   von  a   setzen,    d.  h,  es 

muss    — J  eine    Function    von  ^,    oder    wie    man    offenbar    auch 

y—ß  x  —  a' 

schreiben  kann,  es  muss  /( , ~J  =  0  sein.     Ist  der  gegebene 

Punkt  a,  ßj  y  der  Anfangspunkt,  so  hat  man  einfacher:  /"(—  ?  -)  =  0, 

d.  h.  in  diesem  Falle  lässt  sich  die  Gleichung  des  Kegels  immer  so 
schreiben,  dass  sie  homogen  ist  in  Beziehung  auf  x,tj,z\  und  um- 
gekehrt: Jede  Gleichung,  welche  homogen  ist  in  Beziehung  auf  die 
drei  Coordinaten  x,y,z,  drückt  eine  Kegelfläche  aus,  deren  Scheitel 
der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist. 

Um  die  partielle  Differentialgleichung  aus  der  endlichen,  mit 
einer  willkürlichen  Function  behafteten  abzuleiten,  schreiben  wir 
diese    in   folgender    Form,    die  wir   ihr  offenbar  auch  geben  können: 

=  F\^)  =  F  {c)-      Differentiiren   wir    diese    Gleichung    nach 

einander  nach  x  und  nach  y ,  so  wird  sie : 

Z  —  y  —  {x  —  a)p  ^  _  -p'  /  N  {y-ß)P 

{z-vr  ^^  i^-Y)' 

oder 

z—y  —  ix  —  a)p  =  —  F'{c)  {y  —  ß)p 
und 

—  {x  —  a)  q  =  F'{c)  f^z  —  y  —  {y  —  ß)q]', 

also  durch  Division  * 

z—y  —  {x  —  u)p  (y  —  ß)P 


{x—a)q  z—y  —  {y—ß)q. 

oder  {^  —  yy  —  {.z  —  Y){y  —  ß)Q[  —  {z  —  y){x~a)i) 
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oder  (x — cO  P  ~\~  (u  —  ß)  Q  =  ^  —  V-  Die  geometrische  Interpretation 
dieser  Gleichung  ist,  dass  jede  Tangentialebene  der  Fläche  durch 
den  Scheitel  geht. 

Aufgabe  3.  Die  allgemeine  Gleichung  für  die  Ro- 
tationsflächen zu   bestimmen. 

Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Rotationsfläche  dadurch 
entstanden ,  dass  ein  Kreis  von  veränderlichem  Radius  sich  so  bewegt, 
dass  sein  Mittelpunkt  fortwährend  auf  einer  Geraden  bleibt,  also 
handelt  es  sich  hier  um  einen  Kreis ,  der  seine  Lage  und  seine  Form 
ändert.     Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  liege  auf  der  Rotations- 

axe  5    die    Gleichung    dieser    Axe    sei    demnach   -  =  |^  =  -  •     Einen 

Kreis  im  Räume  bestimmt  man  als  Durchschnitt  einer  Kugel  und 
einer  Ebene.  Wir  nehmen  hier  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  im 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  liegt;  die  schneidende  Ebene  steht 
also  normal  zur  Axe.  Demnach  ist  die  Gleichung  der  Kugel 
rc-  -f-  y*  +  2-  =  e,  die  der  schneidenden  Ebene  ax  -\-  hy  -\-  cz  =  d. 
a,b ,  c  sind  constante  gegebene  Grössen;  zwischen  d  und  e  muss 
eine  Bedingungsgleichung  stattfinden ;  also  hat  man  folgende  endliche 
Gleichung  für  alle  Rotationsoberflächen:  ax-\-by-\-cz=^(p{x--\-y'^-\-z'^). 
Hieraus  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung,  indem  man  partiell 
nach  X  und  dann  nach  y  differentiirt : 

a-\-  cp  =  2(p'{e){x  +  zp),  b  -^  cq  =  2cp'{e){y  -\-  zq) 

und  dividirt: 

a  +  cp  __x-\-zp  ^^^^,  /      — bz) p  4-  (az  —  cx)  q  =  bx — au. 
b-\-cq        y-\-sq  ^  //     1    V  /^  y 

§  101. 

Ueber  die  Integration  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung. 

Es  handelt  sich  hierbei  darum,  eine  Gleichung  folgender  Form 
zu  integriren:  Ap  -\-  Bq  =  C,  worin  A,  B ,  C  im  Allgemeinen  Func- 
tionen von  X,  y ,  z  sein  werden.  Das  Integral  dieser  Gleichung  sei 
9)  (a;,  ?/,  z)  ==  0;  es  fragt  sich  also,  wie  q)  beschaffen  sein  muss,  da- 
mit die  gegebene  Gleichung  stattfinde?     Es  folgt  zunächst,   dass  wie 

bekannt 

dcp  dcp^ 

dx        j  dy 

dz  dz 

ist,  welche  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt,  die 
Gleichung 
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^|?  +  5|?  + 6-1^  =  0 
dx    '        dy    '       öz 

identisch  erfüllen  müssen.    Mit  dieser  mehr  symmetrischen  Form  der 

vorgelegten  Aufgabe  beschäftigen  wir  uns  nun,  und  stellen  uns  sogar 

die  allgemeinere  Frage: 

Wie  lautet  das  Integral  der  Gleichung 

dx    ^        dy    '        dz    ^        cu    '  ' 

wo   die   Grössen    A,B,C,D Functionen   sind    von   x,tj,z,u.... 

aber  die  Function  cp  nicht  enthalten? 

1)  Zunächst  lösen  wir  die  Gleichung  A -^  -\-  B~  =  0  auf,  worin 

also    A   und   B  blos   x   und   y   enthalten;    dabei    aber   von    Null   ver- 
schieden sein  sollen. 

a)  Es  seien  ^  und  B  constant.  Man  löse  zunächst  die  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  dxidy  =  A:  B.  Das  Integral  der- 
selben ist,  wenn  man  sie  so  schreibt:  Bdx  —  Ady==0,  folgendes 
Bx  —  ^?/ =  const.      Wir    wollen    den    Ausdruck     Bx  —  Ay  =  t]   also 

y  =  — Hp—  setzen.     Dadurch  wird 

Folglich 
und 


^>  {x,  2/)  =  <P  (^;  "^äT^)  =  ^  ^^>^^^ 


dcp d;jp    ,dipd^ di}>    ■    ^^    d 

dx        'öx    *    drj  dx       dx~^  drj 

dcp dip    dri ^'^    J 


dy       8r}    dy  drj' 

Diese   beiden    Werthe  geben   in   die   vorgelegte   Differentialgleichung 

eingesetzt:   A-^  =  ()  oder,    da  A  nicht  Null  sein  soll,  ^  =  0,  oder 

1^  enthält  x  gar  nicht,  sondern  nur  i].  Wir  haben  somit  die  allge- 
meinste Lösung  gefunden.  Die  Function  cp  {x,  y)  =  0,  welche  der 
vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  ist  eine  solche, 
dass  in  ihr  nur  die  Verbindung  Bx  —  Ay  vorkommt;  denn  es  ist 
gefunden  gj  =  t^  [Bx —  Ay). 

b)  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  dass  A  und  B  nicht  mehr 
constant  sind,  sondern  x  und  y  enthalten.  Wenn  wir  jetzt  wieder 
dieselbe  Differentialgleichung  aufstellen  Bdx  —  Ady  =  0,  so  sind  wir 
nicht  mehr  im  Stande,  diese  Seite  so  unmittelbar  zu  integriren,  da  die 
linke  Seite  im  allgemeinen  nicht  ein  genaues  Differential  ist.  Aber  das 
wissen  wir,  dass  wir  jedesmal  einen  Factor  findei\  können,  mit  dem 
multiplicirt  die  linke  Seite  ein  genaues  Differential  wird.  Dieser 
Factor  sei  fi,    und   die  linke   Seite   alsdann   das  genaue   Differential 

yj  Yi  f)  in 

der   Function   17:    dadurch   erhalten   wir    also   >— =  u)5,  ^=  — iiA. 

"  üx       ^      ^  dy 

JoACHiMSTHAii,  Auweiidimg  d.  Differentialrechu.  11 
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7}  enthält  sowohl  y  als  x]  wir  können  daher  jetzt  das  y  durch  rj 
und  X  ausdrücken  und  dadurch  die  Function  7)  (y,  a;)  uns  verwandelt 
denken  in  die  Function  i[^{r},  x).     Hiernach  wird 

^ ^    \^  ,,  ji    ^ ^,,  ^ 

dx~dx'^  dv^     '  dy~       dv^    ' 

und   wenn  wir  dies   in   die  vorgelegte  Gleichung  einsetzen,   so  wird 

sie  zu  folgender  ^  =  0,   d.  h.   die  Function  1^   enthält  nur  r].     Wir 

haben  also  jetzt  folgende  Regel:  Um  die  partielle  Differential- 

gleichung  A~--\-B^  =  0  zu  integriren,   in  welcher  A  und 

B  Functionen  von  x  und  y  sind,  aber  (p  nicht  enthalten,  inte- 
grire  man  zuerst  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  <?x:</y=  ^:  ^. 
Gesetzt,  es  sei  das  Integral  dieser  Gleichung  der  Ausdruck  9^  =  c, 
wo  c  die  willkürliche  Constante  ist,  und  7]  eine  Function  von  x  und 
y :  dann  ist  g)  irgend  eine  beliebige  Function  von  rj. 

2)  Ehe  wir  zu  der  Integration  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zwischen  drei  Variabein  übergehen,  schicken 
wir  Folgendes  voraus: 

Das  System  zweier  simultanen  Differentialgleichungen 

dx:  dy:  dz  =  A:  B  '.  C, 

worin  A,  B ,  C  Functionen  von  x,  y ,  z  sind,  wird  immer  integrirt 
durch  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y ,  z,  die  zwei  willkürliche  Con- 
stanten enthalten.  —  Denn  schreibt  man  die  Gleichungen  so: 

dx        A        ^ 
C 

und  differentiirt  die  zweite  Gleichung  noch  einmal  nach  x,  wodurch 
man  bekommt :   ^2=|^+||^+|fy  =  ro;SO  kann  man,  weil  ^o 

auch  X,  y  und   z   enthält,    aus   dieser   Gleichung  j-^  =  y^   und   aus 

7  „ 

der  Gleichung  -j-  =  y  sich  y  eliminirt  denken,  wodurch  man  eine 
Gleichung  zwischen  x,  z,  -j- ,  -p^,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

f(x,  z,  ^,  T-^)  =  0  erhält.     Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differential- 

gleichung  zweiter  Ordnung,  zwischen  den  beiden  Variabein  x  und 
z,  bei  deren  Integration  immer  zwei  willkürliche  Constanten  auf- 
treten. Diese  beiden  Constanten  seien  c  und  Cj.  Wir  haben  also 
auf  diese  Weise  z  gefunden  als  Function  von  x:  z  =  &  {x,  c,  c^). 
Wir  können  nun  auch  y  finden,  und  zwar  ohne  weitere  Integration. 
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Setzt  man  nämlich  den  für  z  gefundenen  Werth  in  die  Gleichung 
-—  =  y  ein ,   so  wird  sie  /  =  y, ,   und  in   dieser  (iieichung 

(X  (C  U  00 

kommt  links  nur  noch  x,  c,  c^  und  rechts  nur  noch  x  und  y  vor. 
Zu  der  Gleichung  z  =  ®  {x,  c ,  c{)  haben  wir  also  jetzt  noch  die 
Gleichung  ^{x,  y,  c,  c^)  ==  0  gefunden.  Also  ist  erwiesen,  dass  zwei 
gleichzeitige  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  durch 
zwei  Gleichungen  integrirt  werden,  welche  zwei  willkürliche  Con- 
stanten enthalten.  —  Wir  nehmen  nun  an,  dass  diese  beiden  Glei- 
chungen nach  den  willkürlichen  Constanten  aufgelöst  werden, 
d.  h.  dass  sie  auf  folgende  zwei  gebracht  werden:  c  =  f(x,y,z) 
c^=f^{x,  y,  z).  Durch  zwei  solche  Gleichungen  lässt  sich  also 
jedesmal  das  System  dx:  dy:  dz  =  A:  B  :  C  lösen.  —  Wir  können 
noch  fragen :  Welches  ist  das  Kriterium,  damit  die  beiden  Glei- 
chungen c  =  f  (x,  y ,  z)f  Cj  =  ^  (x,  y,  z)  in  der  That  dem  vorgelegten 
Systeme  d x  :  dy  :  d z  =  A  :  B  :  C  genügen?    Aus  der  ersten  Gleichung 

finden  wir  0  =  7J^dx4-~dy4-7j^dz,   wodurch   also   die   willkür- 

dx  ^    dy  '    ds        ' 

liehe  Constante  verschwunden  ist.  Soll  diese  Function  /  dem  vor- 
gelegten  Systeme   genügen,   so   muss   man   also    auch   die   Gleichung 

0  =  ~-A4-K^B4-7J-C    haben ,    und    zwar    muss    dies ,    weil  auch 

dx       '    dy        ^   8z  '  ' 

A,  B,  C  keine  willkürlichen  Constanten  enthalten,  eine  identische 
Gleichung  sein.  Das  Kriterium  besteht  also  darin,  dass  man  iden- 
tisch die  Gleichung  hat  0  =  /'  (x) .  A  -\-  f'  [y) .  B  -\-  f  {z) .  C  und  ebenso 
0  =  f^' (x)  .A -\- f^'ij/).  B -\- /'^{z)  .C.  —  Noch  wollen  wir  bemerken, 
dass,  wenn  auch  in  den  Functionen/  und  /j  von  den  Grössen  rr,  y,  z 
einige  fehlen,  z.  B.  in  /"  die  Veränderliche  z  oder  auch  z  und  y,  es 
doch  unmöglich  ist,  dass  in  beiden  /  und  /^  etwa  y  und  z  gleich- 
zeitig fehlten.  Wenn  nämlich  dies  der  Fall  wäre,  müsste  A  =  0 
sein.  Wir  wollen  daher  annehmen,  dass  in  /  von  den  drei  Grössen 
x,  y ,  z  wenigstens  die  Grösse  y ,  und  in  f^  wenigstens  die  Grösse  z 
vorkommt.  Wir  bezeichnen  daher  auch  f{x,  y ,  z)  durch  ri,  und 
/"j  {pc,  y ,  z)  durch  t,,  so  dass  wir  haben  rj  =  c,  £;  =  Cj. 

Dies  vorausgeschickt,  stellen  wir  uns  vor,  dass  man  behufs  der 

Lösung  der  Gleichung  A^-\-B^-\-C^  =  0,   in  welcher  A,  B ,  C 

Functionen  von  x,  y ,  z  sind,  aber  cp  nicht  enthalten,  y  und  z  durch 
X,  rj  und  t,    ausgedrückt    habe.     Dadurch    geht   die    Integralfunction 

(p  {x,  y,  z)  über  in  ^  {x,  rj,  g),  also  |^  in  ^  +  |^-/'(^)  +  ||'-/'i'(^); 

ferner  ||in||./'(y)+||.//(,)und|fin|^r(^)+||A'(^).  Multi- 
pliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  A,  B ,  C  und 
addiren  sie,  so  wird  die  Summe   der  vorgelegten  Gleichung  und  der 
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beiden  oben  aufgestellten  identischen  Gleichungen  wegen  zu  folgender 

0  =  7-^5  ip   enthält   also  x  nicht,    sondern    nur  t]   und   ^;   d.  h.  cp  ist 

irgend  eine  willkürliche  Function  von  /  und  /",.  Wir  haben  also  die 
Regel:    Liegt   die    lineare    partielle    Differentialgleichung 

erster    Ordnung    A  :^ l-By^  =  C,   worin    A.Bund    Cx.y.z 

^        dx    '        dy  '  ' 

enthalten,  zur  Integration  vor,  d.  h.  soll  man  die  Gleichung 
zwischen  x ,  t/ ,  z,  q){x,y,z)  =  0  finden,  die  der  vorgelegten  Glei- 
chung genügt,  die  also  die  Gleichung  A  y^  -\-  D  .y  -\-  C  ^  =  0  iden- 
tisch erfüllt:  so  integrire  man  zuerst  das  System  zweier  gewöhn- 
lichen simultanen  Differentialgleichungen  dx  :  dy  .  dz  ==  A  :  B  :  C  durch 

die  beiden  Gleichungen   !^  /  ^  ;   alsdann  giebt   iede   willkür- 

liehe  Function  zwischen  f  und  /"j ,  gleich  (pix,y,z)  gesetzt,  oder  / 
als  eine  willkürliche  Function  von  /",  angenommen,  das  Integral  der 
vorgelegten  Gleichung. 

Auf  Functionen  mehrerer  Variabein  lässt  sich  ganz  dasselbe  Ver- 
fahren anwenden.  — 

Diese  einfache  Reduction  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  auf  ein  System  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen ist  eine  von  Lagrange's  schönsten  Erfindungen. 


§  102. 

Wir  wollen  nun  noch  an  einigen  Beispielen  zeigen,  wie  man  aus 
der  Differentialgleichung  einer  Fläche  ihre  endliche,  mit  einer  will- 
kürlichen Function  behaftete,  finden  kann. 

1)  Die  Gleichung  der  Cylinder flächen  «;>-[- Z*^  =  1  wird 
integrirt,    indem    man    das    System    folgender    Gleichungen    integrirt 

7        7        7  1     t      3       dz         \      dz         1 

dx  :  dl/  :  dz  =  a  :  0  :  l  oder  t-  =  —     ^—  =  ^ 

dx        a     dy  b 

oder  adz  —  dx  =  0,  hdz  —  dy  =  0,  woraus  folgt  az  —  x=c,  hz—  y  =  c^\ 
also  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  folgendes 

az  —  X  =  g)  (bz  —  y), 

der  Sache  nach  dasselbe,  von  welchem  wir  oben  ausgingen,   als  wir 
die  partielle  Differentialgleichung  herleiteten. 

2)  Die  Gleichung  der  Kegelflächen 

{x—a)p-}-{y  —  b)q  =  z  —  c 
liefert  folgendes  System  behufs  der  Integration 

dz  dx  dy 


dx :  dy  :  dz  =  x  —  a  :  y  —  b  :  z  —  c  oder 


X — rt        y—b 
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also  integrirt 

t{z  —  c)  —  l{x  —  a)  =^  Ic^   l{z  —  c)  —  l(ij~b)  =  Ic^ 

und  demnach,  wenn  man  zu  den  Numeris  übergeht 

z  —  c  s  —  c  I      z—c  /z  —  c\ 

x  —  a  1'  y  —  l>  '  x—a        ^  ^y  —  o^ 

3)  Die    Gleichung  yj—^  =  0  giebt    dx  :  dy  :  dz  ==  i:   —1:0, 
alsof/y  =  —  dx,  dz  =  0;  folglich  y-\-x=c,  z  =  c^  oder  z  =  ^(a;-(-?/). 

4)  Die  Gleichung  der  Rotationsflächen 

{cy  —  bz)p  -\-  {az  —  cx^q  ==  hx  —  ay 

giebt  folgendes  System 

dx  :  dy:  dz  =  cy  —  bz  :  az  —  ex  :  bx  —  ay. 

Dies  schreiben  wir  behufs  der  Integration  so: 

ldx  =  cy  —  bz    kdy  =  az — ex    Xdz  =  bx  —  ay. 

Hieraus  können  wir  folgende  beiden  Gleichungen  ableiten : 

adx  -{-  bdy  -{-  edz  =  0  xdx  -\-  ydy  -f-  zdz  =  0, 

indem  wir  nämlich  die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c 
resp.  mit  x,  y,  z  multipliciren,  und  dann  addiren.  Diese  letzten 
beiden  Gleichungen  sind  aber  sofort  integrabel;  sie  geben: 

ax  -\-  by  -{-  ez  ^  c^     x-  -\-  y^  -\.  z"-  =  c.^^ 

also  ist  das  Integral  der  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung, 
d.  h.  die  endliche  Gleichung  der  Rotationsflächen,  folgende 

ax  -{-  by  -\-  ez  =  (f  {x~  -\-  y"^  -\-  z^). 

5)  Wie  man  sich  bei  partiellen  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnungen  und  Grade  verhalten  kann,  wollen  wir  an  dem  Beispiel 
der  abwickelbaren  Flächen  zeigen.   Es  sei  vorgelegt  die  Gleichung 

rt — s^  =  0.  Wir  schreiben  sie  in  folgender  Form:  J^  •  ~  —  ^  •  ^  =  ^- 

°  dx    dy      dy    dx 

Denken  wir  uns  q  als  gegebene  Function,  so  finden  wir  p  nach  den 
obigen  Regeln,  indem  wir  das  System  folgender  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen   integriren,    dx\  dy  :  dp  ==  ^  :  —  ^-^  •  ^-       Hieraus 

folgt  zunächst  dp  =  0  oder  p  =  e.     Ferner  ist  ^  dy  -\-^  dx,  d.  h. 

das  vollständige  Differential  von  q  oder  dq  =  0 ,  folglich  q  =  c^. 
Dass  diese  beiden  Gleichungen  wirklich  der  vorgelegten  Gleichung 
genügen,  sieht  man  sofort;  es  genügt  auch  die  Gleichung />  =  rp{q)\ 
denn  ditferentiirt  man  diese  partiell  nach  x  und  dann  nach  y,  so  er- 
hält man  r  =  rp  {q).s  resp,  s  =  (p'{q).t,  und  durch  Elimination  von 
(p'(q)  die  vorgelegte  Differentialgleichung.  —  Es  ist  also  p  eine  will- 
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kürliche  Function  von  q^  oder,  wie  wir  schreiben  wollen:  q=f(^p'). 
Um  hieraus  die  gesuchte  Fläche  zu  ei'kennen,  verfahren  wir  so:  Es 
ist  dz  =  p.dx  -\-  q .dy ,  also  mit  Einsetzung  des  Werthes  von  q: 
dz  =  p.dx  -\-  f{p).dy.  Integrirt  man  diese  Gleichung,  und  zwar 
rechts  theilweise,  so  hat  man  z  =  p.x — J xdp  -j-  y .f{p) — fyf'{p)dp 
oder  z  =  p  .X -\- /'(p).y — /{^  +  ?//"(p)}  dp.  Es  muss  sich  also, 
wenn  man  das  Integral  soll  ausführen  können,  x  -{-  y -f\p)  in  eine 
Function  von/?  verwandeln  lassen;  wir  setzen  x  ■\-  y-f\p)  =  ^'(/>)- 
Es  wird  somit  z  =  px  -{-  f{p)  .y — 1/>(/?).  Diese  beiden  Gleichungen 
ergeben  unsre  Auflösung.  Schreiben  wir  sie  in  folgender  Gestalt: 
z  =  px  -\-  f{p).y  —  ^ (p)  0  =  o;  -f-  /' (p) y  —  '^' {p) ,  so  übersehen  wir 
leicht,  dass  die  zweite  das  partielle  Differential  der  ersten  nach  p 
ist.  Wenn  wir  also,  um  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  zu 
finden,  p  aus  den  beiden  Gleichungen  eliminiren,  wodurch  sich  eben 
eine  Gleichung  ergiebt,  die  nur  noch  x,y,  z  enthält:  so  haben  wir 
nach  einem  bekannten  Satze  dadurch  die  Fläche  gefunden,  welche 
von  allen  Flächen  umhüllt  wird,  deren  Gleichung 

z  =  p.x  -\-  f{p).y  -i'ip) 

ist,  worin  j)  einen  constanten  Parameter  bedeutet.  Giebt  man  aber 
dem,  wie  oben  gefunden,  constanten  p  nach  und  nach  alle  möglichen 
Werthe,  so  wird  die  umhüllende  Fläche  immer  eine  Ebene  sein,  wie 
man  leicht  übersieht:  die  gesuchte  Fläche  ist  also  eine  solche,  welche 
die  Durchschnitte  je  zweier  aufeinanderfolgenden  Ebenen  des  um- 
hüllenden Systems  enthält:   sie  ist  eine  abwickelbare  Fläche. 


Nachträge. 

1)  Vom  integrirenden  Factor. 

Lehrsatz.      Sind    P   und   Q  Functionen   von  x   und  y,    so    ist 

Pdx  -\-  Qdy  ein  genaues  Differential,  falls  ^—  =  0^  ist. 

Denn    es   sei  /"(x,  y)    das   Integral    der  vorliegenden    Form,    so 
muss,  weil  das  Differential  von  f  gleich 

sein,   damit  /  das  Integral  ist.     Die  Haupteigenschaft  dieser  beiden 
Differentialquotienten  ^  und  ~  ist  aber,  dass 

cy  dx 

ist.    Es  muss  also  0 —  ==  ^  sein.  —  Dass  diese  Bedingung  aber  nicht 

oy        dx  ö     G 

blos   nothwendig,   sondern  ausreichend  ist,   lässt   sich   so    beweisen : 
Bezeichnet   man  das    Integral  JPdx*)    durch   F,    so  kommt  in   der 

Verbindung  () — ^ — ,  die  wir  =  i^i  setzen  wollen,  die  Veränderliche  a; 

nicht  mehr  vor ;  denn  es  ist  -75—  =0-^  —  0 — 0-  =0^  —  ^5—  •  diese  Difie- 

'  dx        dx       ox.oy       dx       dy 

renz  ist  aber  nach  der  aufgestellten  Bedingung  Null ;  somit  ist  -^  =  0, 
d.  h.  X  in  i^i  nicht  enthalten.  Daraus  folgt,  dass  auch  in  dem  Integral 
1  (Q  —  ^ — )^y*)>  welches  wir  =  rp  setzen  wollen,  nur  noch  y  ent- 
halten ist.  Dies  vorausgeschickt,  lässt  sich  nun  das  Integral  der 
vorgelegten    Form    Pdx  -j-  Qdy    angeben:     es    ist    F  ^  (p.       Denn 


*)  Das  Cursiv  d  bedeutet  hier,  dass  nach  x,  und  im  zweiten  Falle  nach  y 
integrirt,  also  resp.  y  oder  x  dabei  als  constant  angesehen  werden  soll,  falls  es 
vorkommt. 
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differentiirt  man  diese  Summe  vollständig  nach  x  und  y,  so  erhält 
man  |f  dx  -}-  (||  +  (>- 1|)  rfy ,  weil  ||  =  0  ist;  da  nun  F=JPdx 
ist,   so   ist  unser  Differential  Pdx -\-  Qdy\  also   gehört  dazu  das  In- 

-^     ^  S>/    unter    der    Bedingung,     dass 

1^=1«  ist. 

dy        dx 

Lehrsatz  2.    Ist  in  der  Formel  Pdx  -\-  Qdy  =^0  nicht  q—  ==ö^> 

so  kann  man  dennoch  einen  Factor  ^  finden,  welcher  die  linke  Seite 
zu  einem  genauen  Differential  macht.  Er  heisst  der  integrirende 
Factor. 

Es    soll   also   ^P.dx -\- ^O .dy    ein    genaues   Differential,    d.   h. 

nach  dem  vorigen  Lehrsatze  -^ —  "^    /       ^^^^"     D^^^'ch  Ausführung 

der  Differentiationen  erhält  man  hieraus  P^ — Q  ^-^  =  a  (77^ ^-)- 

dy  dx       ^  \dx        dy^ 

Um  aus  dieser  partiellen  Differentialgleichung  für  fi  dieses  ft  zu  finden, 
müssen  wir  nach  Anleitung  von  §  101.,  2)  zuerst  folgendes  System 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

rf..trfj,:<?^  =  -0:/':^(||-||) 

lösen.  Dieses  giebt  zunächst  Pdx  -\-  Qdy  =  0,  eine  Gleichung, 
welche  zwar  den  Factor  ft  nicht  finden  lehrt,  wie  man  überhaupt 
denselben  allgemein  nicht  finden  kann,  wenn  es  auch  (wie  Jacobi 
bewiesen  hat),  viele  Fälle  giebt,  in  denen  man  a  priori  diesen  Multi- 
plicator  angeben  kann;  aber  doch  zeigt  die  Gleichung,  welche  wir 
gefunden  haben,  dass  es  immer  möglich  ist,  einen  solchen  Factor 
zu  finden. 

2)  Geometrisclier  Beweis  des  Meusnier'schen  Satzes. 

Lehrsatz.  Der  Krümmungsradius  eines  schiefen  Schnittes  Qy 
steht  zum  Krümmungsradius  q  des  betreffenden  Normalschnitts  im 
Verhältnis  des  Sinus  des  Winkels  (p ,  den  die  Ebene  des  schiefen 
Schnittes  mit  der  Tangentialebene  bildet. 

Man  ziehe  in  einer  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  A  eine 
Tangente:  diese  wird  mit  der  Fläche  noch  einen  dem  Punkte  A  un- 
endlich nahen  Punkt  B  gemeinschaftlich  haben,  siehe  Fig.  43.  Legt 
man  nun  durch  AB  den  Normalschnitt,  so  wird  in  dieser  Ebene  dem 
Punkte  B  etwa  der  Punkt  C  der  nächste  sein,  und  legt  man  irgend 
einen  schiefen  Schnitt  durch  AB,  so  möge  C  der  dem  Punkte  B  be- 
nachbarte in  dieser  Ebene  sein:  ABC  sind  also  zwei  aufeinander- 
folgende Elemente  des  Normalschnitts,  ABC'  die  entsprechenden  des 
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vorliegenden  schiefen  Schnittes.  Der  Winkel  CBC' ,  um  welchen  sich 
der  Normalschnitt  vom  schielen  Schnitte  entfernt,  ist  ein  endlicher. 
Da  nun  BC  und  BC  Elemente  auf  der  Oberfläche  sind  und  von  einem 
Punkte  ausgehen,  so  ist  CBC'  die  Tangentialebene  in  B.  Wie  wir 
oben  (§  14.)   gesehen   haben,   ist   der  Krümmungsradius  irgend  einer 

Curve  gleich  dem  Quotienten:  n^^^^^^^ng^l  •  J^^^i^*  den  Contingenz- 
Avinkel  können  wir  dabei,  weil  er  sehr  klein  ist,  seinen  Sinus  (oder 
auch  seine  Tangente)  setzen.  Es  wird  somit  für  den  schiefen  Schnitt, 
wenn    wir    unö    AB    über    B    hinaus    nach    ß    verlängert    denken: 

p,  =  -. — s-Ti-Tv,  und  für  den  Normalschnitt  p  =  -■ — irsTi  5 
"'         sm  ßB  G  '.  *^         sin  pB  G  ' 

also  ^-^  =5^-^. 

Denken  wir  uns  nun  noch  um  B  mit  einem  beliebigen  Radius  etwa 
BC'  eine  Kugel  beschrieben,  so  ist  in  dem  entstehenden  sphärischen 
Dreiecke  ß"  C' C"  {ß"  und  C"  seien  die  Durchschnitte  von  Bß  resp. 
BC  in  diese  Kugel)  ^  ß" C" C  ein  rechter:  denn  die  Normalebene 
ABC  oder  ßBC  steht  rechtwinkhg  zu  der  Tangentialebene  CBC'. 
Ferner  ist  -^  ß"  C' C"  =i  g) ,  wie  wir  oben  den  Winkel  des  schiefen 
Schnitts  mit  der  Tangentialebene  bezeichnet  haben;  also  ist  nach 
einem  Satze  der  sphärischen  Trigonometrie 

Bin  ß" C"    ■,.    siu  BBC       ■,       g, 
■     „.,  r,-     d.    1.      ■     aTfTr    odcr   -  =  Sin  W. 

sin  ß   G  sm  ßBG  q  ^ 


3)  Lehrsatz. 

Lehrsatz.  Der  Krümmungsradius  einer  Curve  auf  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  r  steht  zum  Krümmungsradius  r'  derjenigen 
Curve,  welche  aus  der  ersten  bei  der  Abwickelung  der  Fläche  sich 
ergiebt,  im  Verhältnis  des  Cosinus  desjenigen  Winkels  /,  den  die 
Tangentialebene  der  Fläche  und  die  Schmiegungsebene  der  Curve 
bilden. 

Man  denke  sich  zwei  Elemente  der  abwickelbaren  Fläche,  siehe 
Fig.  44,  und  in  ihnen  eine  Curve  gezeichnet;  im  ersten  Element  der 
Fläche  liege  das  Element  AB  der  Curve,  im  zweiten  Element  der 
Oberfläche  das  Element  BC  der  Curve.  Drehen  wir  nun  das  zweite 
Element  der  Fläche  unendlich  wenig,  so  dass  es  in  die  Ebene  des 
ersten  zu  liegen  kommt,  wodurch  das  Curvenelement  BC  die  Lage 
Bc  einnehmen  mag,  so  wird,  weil  der  Winkel  CBc  unendlich  klein 
ist,  die  Ebene  CBc  als  normal  auf  der  Ebene  ABc  stehend  ange- 
sehen werden  können.  Denken  wir  uns  nun  das  erste  Curven- 
element  AB    nach   ß    verlängert,    so   ist,    wie    schon    in  2)   erwähnt 
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wurde,  der  Krümmungsradius  vor  der  Abwickelung  ^  =r~frDj,   der 

AB 
Krümmungsradius  nach  der  Abwickelung  r  = -r — ^-3,  also  der  Quo- 
tient beider  -,  =  ■    t,  J^o  •     Denken  wir    uns    nun    wiederum    um  B 
r        tgCBß 

mit  einem  beliebigen  Radius  eine  Kugel  beschrieben,  so  ist  das 
durch  die  Linien  BC,  Bc,  Bß  bestimmte  Dreieck  auf  derselben 
wiederum  rechtwinklig,  weil  -^(CBc,  cB ß)  =  B  angesehen  werden 
darf.     Es   ist  nun   nach   einem  Satze   der  sphärischen  Trigonometrie 

t^  CB8  S^^'^^^  cos  {CBß,  cBß),  d.  i.  ^  =  cos  ?,  denn  CBß  ist  zu- 
gleich die  Ebene  ABC,  d.  h.  die  Schmiegungsebene  der  Curve,  und 
cBß  oder  ABc  die  Tangentialebene  der  Fläche,  denn  sie  ist  die 
Ebene  des  ersten  Elements. 

Wir  verificiren  unsre  Gleichung  zunächst  am  geraden  Kegel, 
siehe  Fig.  45.  Bezeichnet  man  seine  Seite  mit  s,  die  Höhe  mit  h 
und  den  Radius  des  Grundkreises  mit  r,  so  ist  für  irgend  einen 
Funkt  in  der  Peripherie  des  Grundkreises  der  Krümmungsradius  r. 
Wickelt  man  den  Kegel  ab,  so  wird  aus  seinem  Grundkreise  ein 
Bogen,  dessen  Radius  s  ist.  Der  Winkel  zwischen  der  Tangential- 
ebene des  Kegels  und  der  Schmiegungsebene  des  Grundkreises  end- 
lich ist  identisch   derselbe  wie  der   Winkel  {s,  r) ,   also   erhält   man 

aus  unserm  Lehrsatz  die  bekannte  Gleichung  -  =  cos  (5,  r). 

Ferner  folgt  aus  unserm  Lehrsatz  für  die  kürzesten  Linien  auf 
abwickelbaren  Flächen,  weil  bei  diesen  r' =  00  ist,  indem  sie  durch 
die  Abwickelung  zu  geraden  Linien  werden,  dass  cos  ?  =  0  also 
i  =  90"  ist  (falls  nicht  r  =  0  ist).  Dies  ist  aber  die  bekannte  Eigen- 
schaft der  kürzesten  Linien,  dass  ihre  Schmiegungsebene  normal 
steht  zur  Tangentialebene  der  Fläche. 


4)  Von  den  Evoluten  der  Curven  im  Räume. 

Man  denke  sich  irgend  eine  Curve,  einfacher  oder  doppelter 
Krümmung,  siehe  Fig.  46;  in  einem  Punkte  A  derselben  nach  einer 
Seite  die  Tangente  gezogen  und  auf  derselben  von  A  aus  ein  Stück 
=  /  abgetragen.  Denken  wir  uns  nun  in  einem  Punkte  0  der  Curve 
einen  Faden  befestigt,  welcher  bis  A  an  der  Curve  anliegt  und  von 
da  in  der  Tangente  noch  um  das  Stück  /  weiter  geht,  so  wird  der 
freie  Endpunkt  dieses  Fadens,  wenn  man  den  Faden  von  der  Curve 
abwickelt,  und  dabei  immer  gespannt  hält,  eine  neue  Curve  be- 
schreiben, welche  die  Evolvente  der  gegebenen  heisst;  die  ge- 
gebene   wird  nun   die   Evolute  der  neuen    genannt.      Offenbar    ist. 
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wenn  die  Abwickelung  z.  B.  bis  B  gekommen  ist,  das  freie  Stück 
des  Fadens  m  =  B  A  -\-  l  =  s  •\-  l.  Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich 
leicht  die  Coordinaten  |,  ^,  ^  des  Endpunktes  von  7n  angeben.  Ist 
nämlich  die  Evolute  gegeben  durch  drei  Gleichungen,  welche  x,  y,  z 
als  Function  des  ßogens  s  darstellen,  so  hat  man  offenbar: 

I  —  X  =  m. cos {m,  x)  =  —  {ß  -\-  l).-j- , 

weil  m  Tangente  in  B  ist.  Also  findet  man  aus  den  Gleichungen 
der  Evolute  folgende  für  die  Evolvente: 


l  =  z-{s-\-l) 


s 
dy 
ds 
dz 
ds 


Jetzt  handelt  es  sich  darum,  wenn  die  Evolvente  gegeben  ist, 
die  Evolute  zu  finden.  Für  die  ebenen  Curven  ist  bekanntlich  die 
Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  die  Evolute,  welche  bei  der 
Ellipse,  siehe  Fig.  47,  die  bekannte  Curve  mit  4  Spitzpunkten  ist. 
Aber  nicht  blos  diese  eine  ist  Evolute  der  Ellipse,  sondern:  Jede 
Curve  und  zunächst  die  ebenen  alle  haben  unzählig  viele 
Evoluten. 

Um  dies  zu  beweisen,  siehe  Fig.  48,  denken  wir  uns  eine  ebene 
Curve  AA  gegeben  und  fragen,  ob  es  möglich  sei,  dass  diese  Curve 
durch  Abwickelung  einer  Curve  doppelter  Krümmung  BB  entstanden 
sei,  oder  auch,  welches  alle  Curven  sind,  deren  Abwickelung  die 
Curve  AA  giebt?  Die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  ge- 
suchten Curve  B  B  seien  x,  y,  z,  die  eines  Punktes  in  der  gegebenen 
Curve  AA  seien  |,  rj ,  0,  indem  wir  die  Ebene  dieser  Curve  als  Co- 
ordinatenebene  der  xy  ansehen.  Auf  diese  Ebene  projiciren  wir 
die  Curve  BB]  ihre  Projection  sei  CC,  deren  Punkte  also  mit  den 
entsprechenden  in  BB  die  Coordinaten  x  und  y  gemein  haben.  Ferner 
sei  s  ein  Bogen  der  Curve  BB  von  irgend  einem  Punkte  angefangen, 
(?  der  Bogen  der  Curve  AA  und  u  der  Bogen  von  CC,  welche  letz- 
tere so  gezählt  werden  mögen,  dass  sie  mit.?  gleichzeitig  verschwin- 
den. Dann  finden,  weil  JA  eben  sein  soll,  folgende  drei  Glei- 
chungen statt: 


v  =  y 


0  =  z  —  (s  -f  0 


ds 

dz 
ds 
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Die  letzte  dieser  drei  Gleichungen  lässt  sich  leicht  integriren.  Diffe- 
rentiiren    wir    sie    zunächst    noch    einmal    nach    s,    so    erhalten    wir 

0  =  j j (^  +  0  zr^  oder  ^-^  =^  0  und  daraus  -r-  constant.    Setzen 

dz        ds       ^     '     ■>  cls^  ds^  ds 

dz 
wir  die  Constante  =  sin  i,  so  wird  also  y-  =  sin  i,  und  folglich  durch 

nochmalige  Integration  z  ==  a  -\-  s.  sin  i.     Nun  ist 

also 

du-  =  ds'  —  dz"^  =  ds^  cos^  i 

und  u  =  ß  -\-  s.  cos  /,  und  folglich  z  =  a  -\-  (ii — ß)  tg.  i. 

Diese  Gleichung  giebt  folgendes  Resultat:  Da  die  Curven  CC 
und  Bß  zusammen  auf  demselben  Cylinder  liegen,  so  wird  die 
Curvc  BB,  wenn  man  den  Cylinder  aufrollt,  eine  Gerade;  denn  da 
man  alsdann  CC  als  Abscissenaxe  annehmen  kann,  so  wird  u  die 
Abscisse,  z  die  Ordinate  der  Linie  BB,  und  diese  sind  durch  die 
lineare  Gleichung  z  =  tg  i.u  -j-  (a—ßtgi)  verbunden.  Daraus  folgt 
aber,  dass  die  Linie  BB  vor  der  Abwickelung  eine  Schraubenlinie 
ist,  denn  diese  werden  bei  der  Abwickelung  gerade. 

Weiter  finden  wir,  wenn  wir  jetzt  aus  den  Gleichungen  für  ^ 
und  r]  s  durch  u  eliminiren: 

j-  /w— ß    I    ,\dx  /«— ß    1    ,\dx 

I  =  x  —  { 't-  +  /)  t-  =x — ( ~  4-  l)^--cosi 

\  cos  ^     '      /  ds  Vcosi     '      /du 

=  X—  {u  —  ß  -Jr  l  cos  i)  '-^  , 

oder  wenn  wir  statt  der  wegen  ß  und  /  willkürlichen  Constanten 
/  cos  / — ß  die  ebenfalls  willkürliche  Constante  m  einführen: 

^  =  x-{u-^m)^^ 

Diese  beiden  Gleichungen  sagen  aus,  dass  CC  von  der  Curve  AA 
die  Evolute  ist. 

Anstatt  daher  die  Curve  AA  durch  Abwickelung  der  in  derselben 
Ebene  liegenden  Curve  CC  zu  erzeugen,  kann  man  auch  auf  dieser 
Curve  CC  einen  Cylinder  aufrichten,  und  auf  diesem  von  A  aus  eine 
Schraubenlinie  construiren,  welche  demnach  ebenfalls  durch  ihre  Ab- 
wickelung die  Curve  AA  erzeugt. 

Wenn  wir  dies  geometrisch  nachweisen,  werden  wir  es  auch  so- 
fort auf  Curven  doppelter  Krümmung  erweitern  können.  Zu  dem  Ende 
denken  wir  uns  zunächst  zwei  Elemente  einer  ebenen  Curve  oder 
zwei  anstossende  Seiten  des  Polygons,  als  dessen  Grenzfall  die  Curve 
angesehen  werden  kann,   siehe  Fig.  49,     Diese  Seiten   seien   ab,  bc. 
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Wir  legen  einen  Kreis  durch  o,  h ,  c,  -dessen  Mittelpunkt  also  a  ist, 
wenn  a  normal  über  den  Mitten  von  ah  und  hc  liegt.  Ist  ah  =  hc, 
so  ist  a  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  diese  Polygon- 
seiten berührt;  wir  können  aber  auch,  wenn  ah^hc  ist,   cc   für  den 

Mittelpunkt  dieses  Kreises  ansehen,  wenn  wir  vom  Polygon  zur  (Jurve 
übergehen.  Es  ist  aber  nicht  blos  a  Mittelpunkt  für  diese  beiden 
Kreise,  sondern  jeder  Punkt  u  der  Geraden,  die  man  in  a  normal 
auf  der  Ebene  ahc  errichtet;  es  ist  nämlich  aa  =  ha  ,  die  bekannte 
Definition  für  den  Mittelpunkt  des  Kreises.  Nehmen  wir  nun  die 
dritte  Polygonseite  cd  dazu,  und  betrachten  wiederum  den  Kreis, 
der  durch  die  Punkte  h,  c,  d  geht  oder  die  Seiten  hc,  cd  berührt, 
so  ist  nicht  blos  ^  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises,  welches  normal 
liegt  über  den  Mitten  von  hc  und  cd,  sondern  auch  jeder  Punkt  der 
Geraden,  welche  man  in  /S  normal  auf  der  Ebene  hcd  oder  ahc  er- 
richten kann,  und  welche  demnach  der  ersten  Geraden  aa  parallel 
ist.  Verlängern  wir  daher  ha  in  der  Ebene  dieser  beiden  Normalen 
bis  /3',  wo  diese  Verlängerung  /3^'  trifft,  so  muss  ß'h  =  ß' c  sein. 
Nehmen  wir  ebenso  die  vierte  Polygonseile  de  dazu,  so  können  wir 
in  dem  Punkte  y,  welcher  zunächst  Mittelpunkt  des  Kreises  cde  ist, 
wiederum  die  Normale  auf  der  Ebene  cde  oder  abc  also  \\aa'\\ßß' 
errichten,  und  auf  derselben  einen  Punkt  /  durch  die  Verlängerung 
von  cß'  bestimmen,  welcher  wie  alle  Punkte  von  y'y  ebenfalls  Mittel- 
punkt des  Kreises  cde  sein  wird,  so  dass  y'c  =  y'd  ist.  So  können 
wir  fortfahren  und  finden  dadurch,  dass  ahcde...  entstanden  ist,  in- 
dem man  einen  Faden  von  aß'y...  abwickelt,  denn  man  hat: 
ha  =  aa  ,    cß' =  ha' -\- a  ß' ,    dy' =  cß' -\- ß'y    u.   s.   w.      Nun     ist 

aßy... .  die  ebene  Evolute  von  ahcde ,  die  Normalen  aa' ,  ßß' ,  yy'.... 

bilden  eine  Cylinderfläche ,  und  aß'y'....,  welches  somit  eine  doppelt 

gekrümmte    Evolute   von   ahcde ist,    ist   eine    kürzeste  Linie  auf 

dieser  Cylinderfläche,   d.  h.  eine  Schraubenlinie. 

Sind  ahcde...  die  Elemente  einer  Curve  doppelter  Krümmung, 
siehe  Fig.  50,  so  tritt  der  Umstand  ein,  dass  die  Ebene  ahc  nicht 
mehr  dieselbe  ist  wie  hcd,  und  diese  wiederum  verschieden  von 
cde  u.  s.  f.,  denn  die  Schmiegungsebene  ändert  sich  von  Ort  zu 
Ort.     Construirt   man   daher  wie  vorhin   die  Krümmungsmittelpunkte 

a,ß,y ,   welche  je   in   derselben   Ebene   mit    den   entsprechenden 

Stücken  ahc,  hcd,  cde,..,  liegen,  so  trifft  hier  (wie  bereits  in  §  19. 
erwähnt   worden   ist),    (siehe   Fig.  9.),   die   Linie   aß   nicht  mehr  die 
Curve  ahcde......  und  ebenso  ßy  und  alle  übrigen.     Darum  ist  hier 

die  Curve  aßy..,.  der  Krümmungsmittelpunkte  keine  Evolute  mehr. 
Bestimmt  man    aber   diese   Mittelpunkte   a ,ß ,y ....   und   errichtet   in 

ihnen  die  Normalen  auf  der  jedesmaligen  Osculationsebene,   so   sind 
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diese  nicht  mehr  parallel,  sondern  schneiden  einander,  und  bilden 
deshalb  eine  abwickelbare  Fläche.  Es  schneiden  sich  nämlich  je 
zwei  Normalen  in  dem  Mittelpunkte  der  betreffenden  Osculationskugel. 
Es  ist  z.  B.  m,  der  Durchschnitt  von  au  und  ßß' ,  der  Mittelpunkt 
der  Schmiegungskugel  für  a&c</;  aa ,  ßß',  yy'.,..  sind  also  sämmtlich 
Tangenten  zu  der  Curve,  die  die  Mittelpunkte  der  Osculationskugeln 
enthält;  d.  h.  sie  bilden  eine  abwickelbare  Fläche,  für  welche  diese 
Curve  die  Wendungskante  ist.  Es  lässt  sich  nun  genau  so  wie  vor- 
hin übersehen,  dass  aß'y'....  eine  Evolute  von  abcde —  ist,  wenn 
nämlich  aa  beliebig  gezogen  wird,  a  mit  h  verbunden,  ha  über  a' 
hinaus  bis  ß'  verlängert,  cß'  gezogen  und  über  ß'  bis  y  verlängert 
wird  u.  s.  w.     Wir  haben  somit  den  Satz: 

Bestimmt  man  für  eine  Curve  die  Curve  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte, und  errichtet  in  jedem  dieser  Mittel- 
punkte, falls  die  Curve  eben  ist,  auf  dieser  Ebene,  oder, 
ist  die  Curve  von  doppelter  Krümmung,  auf  der  jedes- 
maligen Schmiegungsebene  die  Normale,  so  bilden  diese 
Normalen  im  Allgemeinen  eine  abwickelbare  Fläche,  bei 
den  ebenen  Curven  eine  Cylinderfläche.  Auf  diesen 
Flächen  liegen  alle  Evoluten  der  vorgelegten  Curve.  Wie 
man  jede  Evolute  einzeln  bestimmt,  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar. 
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iD^rlag  u\\  B.  05»  t^ubncr  iii  f  eip^ig. 


Sc^rbui^  bcr  JHnt^mctif  uttb  5Ugcbra  ^ou  Dr.  ^«vl  jrjeinrid) 
Sierfemauu.     gr.  8.     1871.     gel^.     ^sreig  n.  12  5Rgr. 

©aö  luu-Ueßcnbc  2cl)vtmd)  ber  5lritl)nictif  iittb  2Ugcbra  ocvfoljjt  bcu  ^^^^C'S» 
bitvd)  ftrcng  fi)ftcmatt|d)c  ^Inorbniing  beö  ©tcffeö  btc  uninbevfame  ©liebcvung 
bcö  gel^rgebciubcö  jinn  id)ävf[ten  Sluöbvud  ju  bringen,  iinb  fomit  bcn  £'cl)rcr, 
iv)eld)er  bk\t^  l'd)vbnd)  feinem  Untenid)te  ju  ©ntnbe  legt,  Don  bcn  5'effcln  frei 
an  l)a((en,  weldic  eine  anS  väbagogi[d)en  Dtiidfid)ten  l)evüovgcgangenc  ?(novbnnng 
gnicgt.  Sie  in  met)vcren  l'e()rbücl)evn  an  bie  Spi^c  geftclitcn  allgemeinen 
@rnnbfä\3e  hat  SSevfaffev  alij  nnnüt^en  ^^allaft  iibcv  33ovb  getuorfen ;  fie  finb 
tl)eil8  nnfniditbar,  tl)eilö  aber  eine  QncUe  immer  lwieberf'el)renber  3'cl)lci'/  li'ie 
nid)t  \iienige  l'el)rev  übereinftimmenb  bcjengt  Xjabm.  (Sine  allgemeine  (Sinlei  = 
tnng  in  bie  elementare  3Jtatl)ematif  fcU  bcm  gcometvtfd)en  2:i)cile  beö  SBerfeö 
üoranfgel)cn,  b  a  fie  bort  ßornel)mlid)  an  il)rcm  ^la^jc  ju  fein  fd)eint. 

Obigem  ^wtdi  entfpred)enb  finb  bie  (Srfl  ärnngen,  namentlid)  bie  ber 
fieben  9ted)nnngSartcn,  aber  and)  alle  übrigen,  fo  anfgcfteUt,  unc  fie  fid)  nnmittel= 
bar  ergeben  nnb  une  fie  barnm  and)  allein  bcnt  genetifd)en  Unterrid)te  ju  bienen 
im  (£tanbe  finb.  SJiittclft  biefcr  ©cftnitionen  iverben  and)  fämmtlid)e  Sel)rfä^e 
(in  ber  prafttfd)en  3'ovni  alö  „^Regeln"  bejeid)net)  gefnnben,  b.  l).  bciinefcn, 
inbem  man  üon  ber  üorliegenbcn  9(nfgabe  auögcl)t  imb  barin  ba3  neue  2Öort 
erflärt.  ©ie  fonft  üblid)cn  iöeweifc  für  bie  ©efe^^e  namentlid)  ber  inlierfen  9?cd)- 
nungöarten  I)aben  baö  gegen  fid),  ba§  fie  nnr  9cad)UKife  ber  9üd)tigfeit,  b.  t).  nur 
bann  möglid)  finb,  \xienn  bie  iüc()auptnng  bereitö  vorliegt.  äSolIftanbtg  anögefü[)rt  finb 
in  beut  üorlicgenben  ?e()rbud)e  biefenigen  23civeife,  bcren  2lnffinbnng  eine  reifere 
Urt()eit§h'aft  Doranöfei^t,  als  fie  üon  bcm  ©d)üler  auf  ber  iebcömaligen  Untere 
rid)töftnfe  erunirtct  u>crben  barf;  bieicnigcn  ©cfci^e  bagegen,  bie  ber  (£d)üter  auf 
@runb  ber  Don  i()m  gewonnenen  (5infid)t  felbft  entbednt  fann,  finb  ol)nc  S3c\üei6 
anfgcfü(}rt.  ®ie  äal)lreid^cn  2luf gaben,  nield)e  bem  2el)rgetiäube  eingefügt  finb, 
gcl)cn  ebenfalls  barauf  aui,  bie  (ielbfttl)ätig!eit  bcä  (£d)üler3  auf  einem  ©cbiete 
in  5(nfpruc{)  ju  net)men,  wc(d)e§  er  üoUftänbtg  bet}errld)t.  2)ie  bem  £el)rbnd)e 
beigegebenen  53eifpietc  finb  mit  befonberer  9tüdfid)t  auf  £d)rl)aftig!fett  anögeunif^It 
nnb  foUen  and)  in  ber  gorm  ber  Söfung  bem  ©c^üfcr  23orbitber  bieten. 

©c^UefeUd)  fei  betreffs  ber  gctv)äl)ltcn  Sierminotogie  barauf  '^ingctvicfen, 
ba§,  wo  fie  ctuia  bon  fonft  gebräud)lid)er  abtv)eid)t,  bieg  bnrd)\veg  aus  Väbagogtfd^en 
©rünben  gefd)et}en  ift,  namentlid)  um  35cr\r»ed)Slungen  ju  Dcrmeiben;  une  3.  58. 
g-unction  ftatt  beS  l)ier  unb  ba  gebrand)lid)en  SBorteS  gorm  aM  fpätereu  2:i)eilen 
ber  3!JJatl)cmatif  in  bie  2{ritl)metif  ()crübcrgenommen,  une  ferner  diabix  ftatt  SBurjct 
ge»ä()lt  ift;  aus  bemfelben  ©runbe  finb  bie  2UtSbrüde  Qua  brat  unb  ÄubnS 
fammt  bcn  baöon  abgeleiteten  in  ber  5lritt)metif  Dermieben,  unb  ftatt  Äenujiffcr 
lieber  baS^  ebenfo  gebränd)lid)e  ißort  (Il)arafteriftif  gcu.Hi()lt  luorben.  (Sin  5ßorunirf 
fann  bem  2el)rbnd)c  barauS  felbft  nid)t  üon  benen  gemad)t  werben,  bie  l)ierin 
anberer  2lnfid)t  finb,  benu  eS  wirb  il)nen  leid)t  fein,  bie  il)nen  geläufigen  SUiSs 
brüde  an  bie  ©teUe  jn  fe^en.  [2luS  bem  SSorivort.] 

SSKct^obift^  gcorbnctc  ^lufgaficnfommlung,  mef)r  aU  7000  StufgoBen 
ent^alteub,  über  aUe  %^äk  ber  (Elementar =5lrit^metif  für  ®l)m; 
nafieit,  9tealf(^ulen  unb  |)ol9terf)nif(i)e  SetiranftaÜen.  SSon  Dr.  (S. 
S3arbel).     gr.  8.     1871.     ge^.     27  ^Ttgr. 

3)a8  33ud)  eutl)ält  üierjig  3(bfd)nitte,  beginnt  mit  SSorübungen  unb  einer 
(Sinfü()rung  in  bie  53ud)ftabenrcd)nung  unb  eubigt  mit  bcn  @leid)ungen  beö  üicrteu 
©rabcS  unb  ber  2lufli)lnng  b^r  @teid)uugen  burd)  9cä()crung.  (Ss  ift  bajn  bc« 
ftimmt,  in  bcn  Jpänben  ber  (i'd)üler  ju  fein  nnb  beim  Unterrid)tc  juni  ©runbe 
ju  liegen.     ))iad)  ber  5tnfid)t  bcS  ii>crfafferS  ift  eS  uämüd)   bei  ber   aUgenreinei; 


3h-it()mctif  nod)  üiel  notf)\vcnbii]cv  al§  beim  C5etuö()n(ic()cn  3tcd)nen,  hal^  bcr  Sd)üler 
eine  grolle  5{njal)l  ßeovbnetcr  iiiib  gceicjiictcv  5üifgabcu  in  .f^änben  Ijabc. 

'Die  ^a\)i  bcv  ^^[ufgaben  fouiol}!  )d)\inerii3cv  a\i  and)  lcid)tev  iinb  ciiifad)cv 
2lrt  ift  fo  gvofe,  baf!  fie  nid)t  miv  für  bie  fäl)ii3ften  (id)ülev  aiK^vcid)en  unvb,  lon= 
bevn  baft  mit  il)vev  .^>ülfe  aiid)  bie  [d)UHid)cven  (£d)iilcv  jiir  i^oUftäiibißcn  Älarl)eit 
ber  Dovgetvagcueii  toa|3C,  jur  (Meläiifigfeit  in  bcr  9linoenbung  bcvfelben  luib  juv 
gevtigfcit  im  l'öfcn  bev  bctveffenbcn  3Uifgabeu  gcbvadjt  werben  fönncn. 

Um  ba3  3nterc|'jc  bcv  (£d)ü(ev  vege  jii  erlialtcn  nnb  [ic  ju  befä(}igen,  bie 
9ted)nnng  anf  red)t  ücrfd)iebenavtige  33cvl)ältniffe  anjiniicnben,  ift  eine  mög[id)ft 
gvofte  aJknnigfaltigfeit  ber  3lufgaben  angeftvebt  iinb  auf  eine  ftiifcnmaBige  3tei()en= 
fotge  bcrfelben  alle  Sorgfalt  üerivcnbct  luorben. 

3)ie  @(eid)ungen  beö  erften  nnb  juunteu  cyrabeö  mit  einer  nnb  mit  mefireren 
Unbefannten  nnb  il)re  2(nwenbnngen  finb  a(ö  ber  und)tigfte  nnb  intcreffantefte 
itjeti  ber  3(rit()mctif  in  fo  nmfaffeuber  üiseife  bearbeitet,  une  c3  bics  ie(3t  fd)U^cr■ 
üij  in  einer  l'tnfgabcnfammlnng  ober  in  einem  !i'el)rbud)e  gefd)el)en  ift. 

Orbnnng  nnb  lleberfid)tlid)feit  ber^Sarfteltung  möd)ten  baö  '■^hid)  noc^  bc- 
fonbcrö  empfel)lcnöUH'rt()  mad)cn.  2)er  tod)ülcr  unrb  fid)  leid)t  orientieren  nnb 
eö  nid)t  nngern  in  bie  ^"lanb  ncl)men. 

^tc  Üiefultotc  finb  in  einem  Befonberen  §eftc  entgolten,  fommen 
aber  nid)t  in  ben  Söut^ftonbcl,  fie  Incrben  öon  ber  JßerlttßSöttnblunß  nnr 
bireft  on  Öe^rcr  auf  bcrcn  f^jeciellen  äöunfd)  ßegen  ßinfcnbung  öon  10  JWßr. 
in  SBriefntttrfcn  fronco  bcrfonbt. 

25on  bemfelbcn  S3erfaffer  erfd)ien  frü()er: 

Algebraische  Gleichungen  nebst  den  Eesnltaten  und  den  Methoden 
zu  ihi-er  Auflösung.  Von  Di\  E.  Bardey.  gr.  8.  1868.  geh. 
n.   1  Thlr.   10  Ngr. 

Quadratische  Gleichungen  mit  den  Lösungen  für  die  oberen  Klassen 
der  Gymnasien  imd  Realschulen.  Von  Dr.  E.  Bardey.  gr.  8. 
1871.     geh.     n.   16  Ngi-. 

Brockmann ,  F.  J. ,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  königl. 
Gymnasium  zu  Cleve,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphäri- 
schen Trigonometrie.  Für  Gymnasien  und  Realschulen 
bearbeitet.  [Mit  46  Holzschnitten  im  Text.]  gr.  8.  1869. 
geh.     n.   16  Ngr. 

Herr  Dr.  Wiegand  in  Halle  sagt  am  Schlüsse  einer  eingehenden 
Recension  in  der  „Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht"  über  dieses  schon  vielfach  eingeführte  Buch:  „wir 
erklären,  dass  wir  es  hier  mit  einem  ganz  vortrefflichen  Schulbuche  zu 
thun  haben,  das  auch  polytechnischen  Schulen  genügen  wird  und  ganz 
besonders  zum  Privatstudiirm  empfohlen  werden  kann.  Die  Ausstattung 
ist,  wie  bei  allen  Schriften,  die  aus  der  Teubner'scheu  Officin  hervor- 
gehen, ganz  vorzüglich,  der  Druck  correct  und  der  Preis  (9%  Bogen  für 
16  Ngr.)  ausserordentlich  billig." 

Brockmann,  F.  J.,  Lehrer  der  Mathematik  imd  Physik  am  königl. 
Gymnasium  zu  Cleve,  Lehrbuch  der  elementaren  Geome- 
trie für  Gymnasien  i;nd  Realschulen  bearbeitet.  Erster  Theil. 
Die  Planimetrie.  [Mit  1.39  Figuren  in  Holzschnitt.]  gr.  8. 
1871.     geh.     n.  20  Ngr. 

In  gleicher  Weise  wie  die  mit  allseitigem  Beifall  aufgenommene 
Trigonometrie  hat  der  Verfasser  die  Planimetrie  nach  streng  wisseu- 
schattlicheu  Principien  bearbeitet. 


